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Vorwort. 



f,8o ioü ich denn mit saurem Schweiss 
AT Suck Uhren y w<u ich seibat ni(^t weiss. 



^ Dieses Wort Faust's ist wohl Niemandem so sehr aus 

1^ der Seele gesprochen wie dem, der über die wahre Natur der 

7 Elektricität vortragen will. Möge man daher dies bischen 

Poesie als Einleitung zu trockenen Formeln nicht mit allzu 



J^ schelen Augen ansehen. 

ßi Grau SS soll einmal einem Freunde auf die Frage nach 

den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben: 
„Alle Formeln und Besultate sind fertig, nur den Weg 
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde.^^ 
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war 
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders 
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er 
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwänden be- 
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner 
ersten Theorie, die er einmal selbst somewhcU awkward nennt, 
erfand; er erzählt, welche ihm die meiste Mühe machten 

c und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt 

Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte- 
risirt. Später gab er wohl eine einfachere Begründung 
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seiner Formeln; aDein ein Weg, welcher in allseitig be- 
friedigender Weise daza fahrt, ist noch hente nicht ge- 
funden. 

Kein Wunder daher, dass sich zur Fortfohning des 
Banes nnn die Kärrner einfinden. Ein solcher Kärroer, 
dem die An^be ward, den Weg znm Gebinde zn ebnen, 
die Fa^de zn pntzen, Tielleicht anch dem Fundamente 
noch den einen oder anderen Stein einzufügen, will ich sein, 
und ich bin stolz darauf; denn gäbe es keine Kärrner, 
wie möchten wohl die Könige bauen? 

Drei Dinge musste ich da Tor allem . wollte ich meinen 
Zweck erreichen, anstreben: Klarheit. Anschaulichkeit und 
Kürze. Die erstere wurde dadurch wesentlich erleichtert, 
dass ich Ton der Ton Helmholt z ausgebildeten Theorie 
der cjklischen Bewegungen den ausgedehntesten Gebrauch 
madbte. Ln Interesse der Kurze liess ich die Betrachtung 
inhomogener und anisotroper Körper fast ganz bei Seite. 
Ich lasse mir gerne den Vorwurf gefisdlen, dass dadurch 
die AUgemeinheit und FormTollendung Terlor, wenn es mir 
dafür gelang, ein beschränktes Crebiet recht deutlich zu 
machen ; denn wer in einem solchen ToUkommen klar sieht, 
der hat dann sicher ausreichendes Büstzeug zur Leetüre 
der Originalabhandlungen, die ja durch dieses Buch nicht 
erspart, nur erleichtert werden soll und Ton denen man die 
wichtigsten am Schlüsse zusammengestellt findet. Uebrigens 
hoffe ich, das hier Versäumte in späteren Fortsetzungen 
dieser Vorlesungen nachholen zu können, wo auch die 
älteste Maxwell'sche Theorie, die elektromagnetische 
Theorie der Dispersion, Polarisation, Doppelbrechung und 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, sowie der 
Hertz *schen Schwingungen behandelt werden soll. 

Ich habe es auch nicht yerschmäht, durch viele Figuren, 
Zusammenstellungen, Marginalien etc. der Anschauung und 



Vorwort. V 

Uebersicht nachzuhelfen und bin dem Herrn Verleger für 
die Geduld und das Geschick dankbar, womit er meinen 
darauf bezüglichen Wünschen entgegenkam. 

Eins noch scheint mir nicht unwerth der Erwähnung. 
Ich habe mich überall genau an die, übrigens auch sehr 
bequeme Bezeichnung MaxwelFs gehalten. Man glaubt 
kaum, wie sehr das gleichzeitige Studium, zahlreicher Ab- 
handlungen durch den rein äusserlichen Vortheil einer 
wenigstens im Allgemeinen eingebürgerten einheitlichen 
Bezeichnung gefördert wird; wenn die Begriffe noch ein 
wenig schwanken, wie hier, ist dieser Vortheil sogar noch 
grösser, da die einheitliche oder ähnliche Bezeichnung 
immer Veranlassung zur Abgrenzung der Begriffe und 
Vergleichung der Definitionen verschiedener Autoren wird. 
Dies beweisen am besten die Schwierigkeiten, die man 
beim Entwurf einer vergleichenden Tabelle der verschie- 
denen Bezeichnungen, eines „Schlüssels'*, wie ich mir 
selben zu meinem Privatgebrauche anfertigte und ihn am 
Schlüsse des Buches ebenfalls beifüge, findet, und die 
dieses ohnedies sehr unzureichende Surrogat der einheit- 
lichen Bezeichnung noch werthloser machen. Ich bitte 
daher alle künftigen Schriftsteller auf diesem Gebiete 
meinem Beispiele folgend, wenigstens im Grossen und Ganzen 
zu den Bezeichnungen MaxwelTs zurückzukehren und wäre, 
wenn durch vorliegendes Buch nichts als dies erreicht würde, 
schon mit dem Erfolge meiner Arbeit zufirieden. 

Dass es mir trotz meiner Bemühungen nicht gelungen 
ist, überall ganz den Sinn Maxwell's zu treffen und alle 
Dunkelheiten aufzuhellen, weiss ich selbst am besten (vide 
Motto!). Ich wünsche nichts, als dass der Theorie zum Gewinn 
recht bald recht Vieles verbessert werde, ja dass bald die 
Zeit komme, wo ein neuer Schritt in unserer Kenntniss 
des Wesens der Elektricität gethan wird und Niemand 



VT Vorwort. 

mehr dieses unsere völlige ünbekanntschaft mit der Natur 
der Elektricitätsbewegung postulirende Büchlein liest. Mögen 
dann immerhin Ändere die Früchte unseres Strebens erniten, 
aber von den Theorien und Experimenten, zu deren Aus- 
einandersetzung ich jetzt schreiten will, mögen sie dann 
sagen: „es ging ein Frühling auf in jenen Tagen!" 

München, im März 1891. 



Ludwig Boltzmann. 
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Erste Vorlesung. 

Einleitung; Lagrange's Bewegungsgleichungen. 



1. Die tägliche Erfahrung lehrt, dass wir den Bewegungs- Femtvirkung 
züstf^nd eines Körpers nicht beeinflussen können, wenn wir Mediumf 
denselben nicht entweder direkt berühren, oder uns wenig- 
stens durch eine, die Einwirkung übertragende Brücke (ein 
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange 

oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in 
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und 
später elektrisirte Körper aus gewissen Entfernungen auf 
einander wirken sah, konnte man sich dies nicht anders 
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied, 
etwa eine feine, von den Körpern ausströmende Flüssigkeit, 
übertragen werde. ^) 

2. Es ist bekannt, auf wie hartnäckigen Widerspruch 
Newton bei Aufstellung seines Gi:avitationsge8etzes stiess. Newum. 
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Femwir- 
kung zwischen den Himmelskörpern durch ein Medium über- 
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas 
Näheres von seiner Ansicht über die Beschaffenheit dieses 
Mediums mitzutheilen, treu seinem Grundsatze: hypotheses 

non fingo. 

3. Erst später vergass man hierauf und schrieb wohl 
gar den Namen Newton 's auf das Banner der Theorie der un- 
vermittelten Fernwirkung. Dies kam so: die Femwirkungs- 
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar 
beständig Hypothesen über die Natur eines etwa sie ver- 
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese* hatten keinen 



^) Gilbert, Demagnete etc. London 1600, Über IL cap. III u. IV. 

Boltzmann, Vorlesungen. \ 
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nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich 
f&r die Frage (rgl. ein bekanntes Gedicht Ton ihm). Da 
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zn der An- 
sicht, das Medium sei wohl überhaupt überflüssig nnd die 
Wirkung erfolge direkt ohne alle Yermittelung in die Feme. 

Fenmirkeiuu 4. Da die Gcsctzc der magnetischen nnd elektrischen 

kraft. Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das 
Gravitationsgesetz , so war es selbstrerstandlich, dass man 
auch diese Erscheinungen einer direkten Femwirkung zu- ' 
schrieb, ja Navier, Poisson, Cauchy und viele Andere 
versuchten auch die Molekularkrafte nach demselben 8chem»r- - { 
zu erklären; nur setzten sie hierbei an die Stelle derNewtwn'- n 
sehen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht «Jl- 
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewöhnlich 
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung. Namentlich 
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren 
Abhandlungen und Lehrbücher auf diesem Grundgedanken, 

Weber, zöiu der durch Wilhelm Weber zur höchsten Vollendung 
"*^' gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zöllner die 
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton'sche Fern- 
wirkungsgesetz der wahre Schlüssel zur Erklärung der ge- 
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle 
die Ideen von den direkt in die Feme wirkenden magne- 
tischen und elektrischen Fluiden gewissermassen mit der 
Muttermilch eingesogen. 

5. Da ging gerade von England, dem die eigentliche Ba- 
sis der Femwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge- 
.Faraday, genströmuug aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin- 
xaxweii! durch nie an eine unvermittelte Femwirkung geglaubt; Sir 
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max- 
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek- 
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen 
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Recht für im- 
mer die Maxweirsche Theorie genannt werden wird. 

2^rej>/ian- 6. Es mag noch erwähnt werden , dass nicht lange nach 

ohneMedium, Maxwell auch Gauss, Riemann, Lorenz, Karl Neu- 
mann und E dl und sich dessen Ideen näherten, indem sie 
annahmen, dass die Fernwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung 
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7 — 8.] Fernwirkung; Gralvanismus als Ausgangspunkt. 3 

brauche, was doch wohl nur erklärlich ist, wenn sie durch 
ein Medium übertragen wird. Allein da sie bloss diese 
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium 
in keiner Weise berücksichtigten, so mussten noth wendig 
ihre Theorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell's 
weit zurückbleiben. Auch HankeFs mechanische Theorie 
der Elektricität ist noch zu erwähnen. 

Die Theorie Maxwell's ist den uns zur Gewohnheit 
gewordenen Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu- 
erst aUe unsere bisherigen Anschauungen von dem Wesen 
und der Wirksamkeit der elektrischen Kräfte hinter uns 
werfen müssen, ehe wir in ihre Pforten eintreten. 

7. Um philosophische Spekulation und naturwissen- Noch einmal 
schaftliches Denken nach allen Bichtungen in »der gebüh- larkräfte. 
renden Weise auseinanderzuhalten, sei noch bemerkt, dass 

aus den Erfolgen, welche die Maxwell'sche Theorie in der 
neuesten Zeit errungen hat, wieder umgekehrt in keiner 
Weise ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung 
je zweier benachbarter Moleküle auch nur bei unmittelba- 
rer Berührung eintritt, oder ob es Kräfte giebt, die in mo- 
lekulare Distanzen fernewirken. Bloss die direkte Fem- 
wirkung in Distanzen, die gross gegenüber den Molekular- 
entfemungen sind, wird für magnetische und elektrische 
Kräfte und daher wohl auch für die Gravitation unwahr- 
scheinlich gemacht. 

8. Schon lange bevor Galvani das erste Mal Zuckun- mr utraeh- 
gen eines Froschschenkels durch Elektricität bemerkt hatte, vanimiu» vw 
war eine grosse Zahl von Phänomenen aus dem Gebiete der Iiti^cmu 
sogenannten Beibungselektricität bekannt. Es erscheint uns 

daher beim Entwürfe einer Theorie ebenfalls am natürlichsten, 
von der Beibungselektricität auszugehen; aber es ist kaum zu 
leugnen, dass dieser Grund doch ein mehr äusserlicher ist; 
jedenfalls kann auch der Versuch unternommen werden, den 
umgekehrten Weg einzuschlagen, wie es sogar schon bei 
Experimental- Vorlesungen über Elektricität und Magnetis- 
mus besonders für Elektrotechniker, denen die Beibungs- 
elektricität femer steht, versucht worden ist. 



4 Ente Yoiiesaiig. [9—11. 

9. Wir setzen also voraas^ dass wir noch nicht die min- 
deste Eenntniss irgend einer magnetischen oder elektrischen 
Erscheinung haben, am allerwenigsten etwas von einem 
1. Erfahr elektrischen oder magnetischen Fluidnm wissen. Da ma- 

nmtfifgfr. 

rExuienz eL chcn wir die ErÜEihrang , dass ein MetaUdraht durch ver- 
schiedenartige Ursachen in einen eigenthümlichen anfEallen- 
den Zustand versetzt werden kann, welcher sich dadurch 
äussert, dass im Drahte fortwährende Wärmeproduktion 
stattfindet, die sich bis zum Selbstleuchten desselben stei- 
gern kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer- 
schnitten und beide Schnittflächen gleichzeitig mit unserem 
Körper in Berührung gebracht werden, die Nerven zu er- 
regen vermag und vieles Andere. Wir sagen dann, in dem 
Drahte fliesse ein elektrischer Strom; ein Ausdruck, der aber 
selbstverständlich rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht 
im Mindesten an ein wirkliches Fortströmen von etwas Ma- 
teriellem denken wollen. 
i.Hypothe»t. 10. Nur die eine Hypothese machen wir, dass irgend 

Natw eiektr. eiuc Bcwcgung, übcr deren Natur wir uns aber jeder weite- 
ren Aussage enthalten, die Ursache dieser eigenthümlichen 
Erscheinung sei. Diese Bewegung, von der wir voraus- 
setzen, dass sie den allgemeinen Gleichungen der Mechanik 
gehorcht, kann theilweise im Innern des stromführenden 
Drahtes ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber 
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Körper) 
erstrecken, weil sonst eine scheinbare, durch das Medium 
übertragene Pemwirkung nicht denkbar wäre. 



2. Er- 11. Wo in einem Systeme von Körpern eine Bewegung 

ffi. ströme Stattfindet, verändert sich in der Kegel die räumliche Lage 
** närV^ oder auch sonst der Zustand dieser Körper fortwährend. 
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig- 
stens nicht der Fall zu sein. Drähte können Stunden, ja 
Tage lang von einem vollkommen unveränderlichen Strome 
durchflössen werden; die Lage, der Temperaturzustand, der 
Wärmefluss, der magnetische Zustand etwa in der Nähe 
befindlicher Eisenmassen, kurz alles für unsere Sinne Con- 



12. 13] Charakteristik cyklischer Bewegungen. 5 

statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Raumes voll- 
kommen unverändert.^) 

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache 
der beschriebenen Erscheinung denken, eine vollkommen 
stationäre sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Theil- 
chen seinen Ort verlässt, immer nach verschwindend kurzer 
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben 
Geschwindigkeit nach derselben Richtung bewegtes Theil- ' 
chen an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwährenden 
Bewegung an keinem Punkte des Raumes eine Veränderung 
wahrnehmbar ist. 

12. Eine solche Bewegung nennt Helmholtz eine cykein. 
cyklische. Wenn alle in einem Systeme von Körpern statt- 
findenden Bewegungen cyklische sind, so nennt H^mholtz 

ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel. 

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angefiihrt: 
Ein fester Rotationskörper, der mit constanter Geschwindig- 
keit um seine Umdrehungsaxe rotirt ; mehrere derartige Ro- 
tationskörper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine 
Flüssigkeit, welche stationär einen in sich zurücklaufenden 
Elanal durchströmt. 

13. Räder mit Speichen oder Zähnen entsprechen un- unechte cy- 
serer Definition nicht vollkommen, können aber doch eis sed^ung in 
„unechte Cykein" bezeichnet werden, insofern die Abwei- 
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma- 
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfmaschine 

hin- und hergehende, aber doch in kurzen Zetträumen pe- 
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, dürften 
kaum ein von den Cykein wesentlich abweichendes Ver- 
halten zeigen. 

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte 



^) Dort, wo die Entstehongsursache ihren Sitz hat, müssen frei- 
lich (mit Ausnahme der Molekularströme in permanenten Magneten) 
Veränderungen vor sich gehen; allein diese können so weit entfernt 
sein, dass sie auf den betrachteten Theil des Feldes keinen anderen 
Einfluss haben, als dass sie den Strom treiben; zudem können sie 
auch zu den später zu besprechenden langsamen Veränderungen ge- 
hören. 



Ente TodenK, 14. 15. 



Mechanik der Cyketn in do^ praktisdieii Ma5M'iiTiM»nl<^hT ft 
Ton Nutzen sein« Hier ab^ haben wir es nü einer ganz 
anderen , rein theoretbehen Anwendmig deradhoi zu thnn. 



^^^Jgj^ 14. Ehe ich specieü auf die Mechanik der Cykebi ein- 
gehe, mnss ich einige Bemerkimgen ober die Bewegungs- 
gleichnngen ganz beliebiger mechanischer Systeme roraos- 
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System Yon Körpern 
gegeben; die Lage nnd der Zustand aller Körper des Sy- 
stems sei durch n independente Variable Z^, l^y /« 

Tollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System habe 
njFreiheitsgrade nnd bezeichnet die / als die allgemeinen 
Coordinaten des Systems. 

So hat ein materieller Punkt einen Freiheitsgrad, 
wenn er ausschliesslich auf einer Linie, drei, wenn er frei 
im Baume beweglich ist, ein beliebig im Baume beweg- 
licher fester Körper hat sechs Freiheitsgrade u. s. f. 

Augtmeine 15, Wir woUcu mit L die Kraft bezeichnen, welche 

Kräfte. . 1 . , ^ T , T 

irgend eine der Coordinaten l zu vergrössem strebt, so dass 
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes l 
um 31 wächst und welche gleich dem Zuwachse ST der 
lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Werth hat: 
1) 8A = 2L8L 

Im Allgemeinen lassen sich alle Massen des Systems 
H irgendwie mit n auf vorgeschriebenen Curven beweglichen 
Antriebspunkten so verbinden, dass die alleinige Bewegung 
je eines dieser Antriebspunkte immer der alleinigen Ver- 
llnderung je einer einzigen Variablen entspricht und Sl gleich 
dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist. 

So können bei einem frei beweglichen materiellen Punkt 
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An- 
triebspunkte gewählt werden. Drei den Coordinatenebenen 
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch 
die drei Antriebspunkte zu gehen, der materielle Punkt 
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um 
eine feste Axo drehbaren festen Körper ist ein Punkt des- 



16.] Lagrange's Bewegungsgleichungen. 7 

selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs- 
punkt u. s. w. 

Sollte unsere mangelhafte Kenntniss von dem Mecha- 
nismus des Systems dies nicht gestatten (wenn z. B. das 
System ein galvanisches Element enthielte und l die Elek- 
tricitätsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan- 
fange passirt hat), so ist der Begriff!/ gleich „Kraft, welche 
die Coordinate l zu vergrössem sucht", einfach als der 
Quotient SA: Sl zu definiren, worin SA die Arbeit dar- 
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate / 
um Sl geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt 
definirbares ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei- 
deutigkeit involviren. 

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem Lagrange's 

Bewegwngs- 

Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche gietchungen. 
sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha- 
nik fügen, so können wir noch immer trotz unserer Un- 
bekanntschaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy- 
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche 
Lagrange in die Form gebracht hat: 

ox j d BT BT 

wobei T als Funktion der n Coordinaten l und deren Dif- 
ferentialquotienten V nach der Zeit t ausgedrückt zu den- 
ken ist. 

dT:dV sind die Grössen, welche man die Momente 
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit l bezeichnen, dem 
natürlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei- 
zufügen ist. 

Bezüglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise 
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theil, 4. Section; 
Thomson und Tait, Treat. on nat. phil. Vol. 1, part. 2. 
New ed. sect. 318, Gl. 24; dass. deutsch S. 282, GL 15; 
Maxwell, Treat. on Electr. Vol. 2, 2. ed., sect. 571; 
Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, 8. Vorlesung, das auf 
Gleichung 7 folgende. 

Hier will ich bloss ihre physikalische Bedeutung, 
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Zweite Vorlesniig. 



[17. 



deren möglichst anschauliche Anf&ssung mir die Haupt- 
sache ist, an einem speciellen Beispiele erläutern, das uns 
übrigens in der Folge von Nutzen sein wird. 



Zweite Vorlesung. 

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes 

der Wärmelehre. 



Fig. 1. 



Beiipiei. 17. Sei eine cylindrische Röhre (Fig. 1) mittelst einer 

Kurbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe 

trage eine auf ihrer Axe senkrechte 
Stange, auf welcher eine Masse m von 
sehr kleinem Volumen verschiebbar 
ist. Von einem an der Masse befestig- 
ten Haken führe eine Schnur nach der 
Axe, und dann über eine passend an- 
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen- 
fallend nach einer Schale S, auf welche 
ein Gewicht p aufgelegt werden kann. 
Alles sei reibungslos und bis auf die 
Masse m auch massenlos. Als allge- 
meine Coordinaten sollen die Entfer- 
nung r der Masse von der Axe und 
der Winkel l benutzt werden, um den 
das Rohr gegen eine gewisse Normal- 
lage verdreht erscheint. Setzen wir der 
Kürze halber die Winkelgeschwindigkeit 
r = w, so ist: 




7 = 



fnr 



+ 



mr*u)* 



¥f- lf = 



2 ■ 2 
mr" — mrw^ 
mr^w' + 2inrr'w, 









18. 19.] Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes. 9 

Befindet sich der Kurbelgriff in der Entfernung 1 von der 
Axe, so kann man sich die Kraft L, welche den Winkel 
zu vergrössem sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller 
Richtung wirkend denken. Die Kraft R sucht die Entfer- 
nung r zu vergrössem. 

18. Sei nun zu Anfang L = o und p halte der Centri- Mechanuehe 
fugalkraft genau das Gleichgewicht, so dass man also hat: zweiten 

w = r = 0, p = mrw^. 
Hierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe 
sei jedoch so schwach, dass w' immer sehr klein bleibt, 
während w einen grossen Werth hat. Durch passende Ver- 
änderung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig 
ändert. Dies soll so geschehen, dass auch r' immer sehr 
klein gegenüber rw und daher auch r" gegenüber rw^ bleibt; 
dann ist immer mit grosser Annäherung: 

jp = — jR = mrw ^ 
2T=mr^w\ 
Die während der Zeit dt in das System durch die Aussen- 
kraft L hineingesteckte Arbeit d Q wird theils auf Erhöhung 
der lebendigen Kraft mr^w^ : 2 des Systems, theils auf He- 
bung des Gewichtes p um das Stück dr verwendet. Es 
ist also 

3) dQ = — d(r^w^) + pdr = mr^wdw + 2mw^rdr^ 

also: 

4) ^^dlognaJt(r^w^), / 

also gleich einem vollständigen Differentiale. 

19. Wir können wie bei einem bekannten, mit der ^re«- 
Centrifngalmaschine ausgeführten Schulexperimente diesen 
Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken 
uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch- 
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale 8 stehe anfangs 
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar- 
beitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale 
geschoben. Dann werde die Rotationsgeschwindigkeit durch 
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf 
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche 



processe. 



aft. ii. 



^ iatasi \nn^ Ajn#en-»ii>«Hxiw sssKhi^h0!SL waÜ BL iaoii. Bei 
isma tat j^fir* Vria><^ -rieftier zinL ^t^^sbl dst mngq L "Esck- 

ICni Tx: JLr;»^.rA*^'.ijcirur Süinixcz: iPioriiai kann, ^''i?™ in 
\^ *o^.#*a ji»?H'n. '.li^rvüL W-iiae ▼irte Eir-:i -»ine gEg e h cn c 
Za::iA"/ -» -,n j*^,**!iiiur*r Kran iiüin: Ljk§ XjzzmmL Ton Azint 
3rftü%i'*i*:n •»*r':i*n- E^a TCat-ttttl Tia Art»qc3li^cmig er- 
AÄ^ri*:!! -»-/r t-,»*r, ▼^nz. wir €Oi»a. ias Tier Tiialsrocessai 

^-*/^*-^ Tor. rf^r S'-Lstl-t forrwihreüd «ecr iLecae Gewidite 
w^jrr>:hnw^ ar.-i v> da.* Geiri-ii ^ fcrtvüröid so dh^tei- 
^;?'.«ri, 4a*^ ^ immer bi* auf T€r?ci»wir.iend Kleines ^eich 
^fcf C^itnfoiKaikraft — £ in. Der Uebersctuss der Centii- 
infSfi%xVr%h üißer p and die Grösse toq L scSl diibei fort- 
w%iirer,d %fß reipilin werden, dass die Schide in sdchem 
T^mipo nieigty dzsa die Hebnngsarbeit immer genau ^eich 
d^^r hhteingesUiektea Arbeit ist, also die lebendige Kraft 
d^^ HjHtemsi coiLstant ^eich r bleibt. 

zm^4ur 21. \an ffehren wir keine lebendige Kraft mehr zu, 

n^ur^^i^^^, lAiweri aber ^ie Schale noch fortwährend steigen, was durch 
^;hr langsame Yerminderang ihrer Belastung zu bewirken 
inl. Diese i^ wieder so zu r^uliren, dass p immer nur 
tjnr^ridlich wenig hinter der Centrifugalkraft zurückbleibt 
l)fi noch fortwährend Arbeit geleistet, aber keine mehr zu- 
geführt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent- 
halt45neri lebendigen E^raft geschehen. Diese muss daher 
abnehmen und 

p = 2T:r 

tnmHf gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie 
früher abnehmen, da jetzt sowohl T abnimmt als auch r 
zunitntnt. Dieser zweite Theilprocess soll fortgesetzt werden, 



22. 23.] Einfacher umkehrbarer Kreisprocess. 11 

bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert To ge- 
sunken ist. 

22. Durch Hemmung der Kurbel mittelst einer sehr Dritter 
geringen Kraft soll nun dem Systeme Arbeit entzogen wer- ^i^*'**'- 
den. Dabei soll die Grösse der hemmenden Kraft und der 
XJeberschuss des Gewichtes p über die Centrifugalkraft 
(letzterer durch stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer 

so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben 
und zweitens die Schale sich in solchem Tempo senkt, dass 
die hierdurch gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des 
Systems constant erhält. Wir haben also für diesen dritten 
Theilprocess wieder 2 7'= mr^w^ == 2 T^, = const. Wie 
lange dieser dritte Theilprocess fortzusetzen ist, finden 
wir am leichtesten in folgender Weise: Wir construiren 
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR, und eine Ordi- 
natenaxe O W. Auf der ersteren tragen wir die Werthe des 
r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy- 
stems, von welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen, 
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt; 
der ganze erste Process durch ein Stück einer von P aus- 
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durch 
ein Stück einer Curve, deren Gleichung r^w = const. ist, 
die sich also rascher als die gleichseitige Hyperbel asymp- 
totisch der Abscissenaxe nähert. Der dritte Process ist 
wieder durch ein Stück einer gleichseitigen Hyperbel dar- 
gestellt. Wir ziehen nun durch P eine Curve mit der Glei- 
chung r'^w = const. ; wo selbe die zuletzt erwähnte gleich- 
seitige Hyperbel trifft, hat der dritte Theilprocess zu 
enden. 

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wäh- 
rend desselben entzogen wurde, sei Qo- 

23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Theil- vierur 
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und »^*~<^**- 
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand 

des Systems, also der Punkt P, wieder erreicht ist. Fol- 
gendes Schema giebt eine Uebersicht über den gesammten 
Process: 
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Zweite Vorlesung. 



[24. 25. 



Nr. des 
Theilproc. 


dewen charakt 
Gleichung 


zugefQhrte 
Arbeit 


-*" 2 


r 


2r 


1. 


r'ii>' = const. 


Qx 


const. = 2*1 


nimmt zu 


nimmt ab 


2. 


r*«r = const. 


Null 


nimmt ab 


nimmt zu 


n. bei gleichem 

Wachsth. von r 

rascher ab 


3. 


r^w* = const. 


-0. 


const. = To 


nimmt ab 


nimmt zu 


4. 


r*ii; = const. 


Null 


nimmt zu 


nimmt ab 


nimmt 
rascher zu. 



Berechnung 24. Während aller vier Processe zusammen wurden 

ten Arbeit, thcils Gewichte gehoben, theils wieder gesenkt; da aber der 
erstere Vorgang durchschnittlich bei grösserer Centrifugal- 
kraft vor sich ging als der letztere, so wurden im Ganzen 
mehr Gewichte gehoben als gesenkt, daher Arbeit geleistet. 
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem 
Kreisprocesse zu thun haben, Q^ — OJ. Nun sahen wir aber, 
dass dQ : T ein vollständiges Differential ist, integriren wir 
dieses über alle vier Theilprocesse, so ergiebt sich: 



Ol 



Qc 






Nu^t umkehr- 
bare Kreis- 
processe. 



Wir brauchen nur statt r zu sagen „Volum", statt p 
„Druck*', statt r „Temperatur**, statt Q „zugefiihrte Wärme**, 
so haben wir den Carnot' sehen Process. 

25. Die Analogie geht natürlich noch weiter. Es wird 
z. B. niemals exakt p = mrw^ sein können, da ja sonst die 
Wagschale niemals in Bewegung kommen könnte, vielmehr 
muss, wenn r zunehmen soll, p kleiner, wenn es abnehmen 
soll, grösser als die Centrifugalkraft sein. Setzen wir 
daher 

p = mrw^ — 6, 

so muss e immer mit dr gleich bezeichnet sein. Man erhält 
also genauer an Stelle der Formeln 3 und 4 die folgende 

"^-f^dlognüitfr^w')^^. 
Da nun sowohl T als auch das Produkt Bdr immer positiv 



■ 



26.] Nicht umkehrbare Kreisprocesse. 13 

ist, so liefert dQ : T über einen geschlossenen Prozess in- 
tegrirt allezeit etwas Negatives. 

Freilich würde sich das hier geschilderte System nur 
mit einem Gase decken, für welches das Verhältniss der 
Wärmecapacitäten gleich 3 wäre, was einträte, wenn sich 
die Moleküle desselben statt im ßaume nur in einer Ge- 
raden bewegen würden, an deren beiden Enden die Druck- 
kraft p wirkte ; auch würde die Labilität des Gleichgewich- 
tes stören, was aber durch Gebrauch von Federspannungen 
an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu- 
ges von Gewichten vermieden werden könnte. Ich kann 
selbstverständlich hierauf nicht weiter eingehen und muss 
auf die zahlreichen einschlägigen Arbeiten von Bankine, 
Helmholt z, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche 
ziemlich vollständig zusammengestellt sind in meiner Ab- 
handlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Vgl, 
auch Kronecker's Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100 
S. 201. 

26. Diese Digression geschah übrigens nicht bloss in Die TheoHen 
der Absicht, die allgemeinen Lagrange'schen Gleichungen mider d^ 
an einem Beispiele zu erläutern, sondern sie sollte auch ^^"^^^ 
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be- 
schäftigen, überhaupt klar legen. 

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo- 
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen- 
heit der die Natur aufbauenden Urelemente und Urkräfte 
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren 
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der 
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben. 
Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto 
brauchbarer natürlich auch der betreffende Mechanismus. 
In diesem Sinne ist der Ausdruck MaxwelTs dynami- 
cal illustration ^) zu verstehen. 

Verzichten wir daher auch einerseits auf Constructionen, 
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir 



t 
^) Maxwell, Ä dynamical theork, of the electromagneHe field, 

Scient. pap. vol. I, pag. 587. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1865. 
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andereneitB wieder dea Vorthefl, mit Uar definirien mecha- 
nischen Systemen zo operiien, do^oi Gebruich namentlich 
Ton grossem heuristischen Werthe ist, wie gerade die Max- 
well'sche Enektridtatstheorie beweist Die Mechanismen 
weiden in siüLteren Zeitoi wohl durch branchbarere ersetzt 
werden, aber das durch sie zur Anschannng gebrachte All- 
gemeine, ihnen nnd den Natonroigängen Gemeinsame wird 
auch* in jeder späteren Theorie bestehen bleiben. 

Beim Lichte betrachtet ist unser Standpunkt Tielleicht 
nicht einmal so wesentlich Ton dem der alten Theorien yer- 
schieden. fiin aus elastischen Kugeln zusammengesetztes 
Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkem sind 
doch wohl auch mechanische Analogien, dynamische HIu- 
sla-ationen. Der Unterschied besteht Tielleidit nur darin, 
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters unserer Theorie 
klarer bewusst sind. 



Dritte Yorlesung. 

Bewegungsgleichungen für Cykeln; Beispiele. 



ßpeeiau. 27. Wir wollen jetzt nachsehen, wie sich die allge- 

auufmagen mcincn Gleichungen 2 modificiren, wenn wir specieU vor- 
aussetzen, dass das betrachtete System ein cyklisches sei. 
Das Charakteristische jeder cyklischen Bewegung besteht 
darin, dass an Stelle jedes Theilchens, das seinen Ort ver- 
lässt, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleichbewegtes tritt, 
so dass sich der Zustand des Systems während der Be- 
wegung in keiner Weise verändert. 
cvw««cÄ« 28. Wir bezeichnen / als eine cyklische Coordinate, 

wenn deren Veränderung eine derartige cyklische Bewegung 
darstellt; wenn also während der Veränderung von l der 
ganze Zustand des Systems, daher auch jedenfalls die in 
demselben enthaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung 
erleidet. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn / eine cy- 
klische Coordinate ist, der Werth von T nicht Funktion von 
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l sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen V 
enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grösser sein 
wird, je rascher die cyklische Bewegung vor sich geht. 

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durch 
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be- 
stimmt sein. Wären sonst gar keine Coordinaten vorhanden, 
so könnte der Zustand des Systems überhaupt gar nicht in 
einen anderen übergehen, da er sich bei keiner Verände- 
rung irgend einer cyklischen Coordinate verändern darf. Langsam ver- 

29. Ausser den cyklischen Coordinaten soll also der coordirLtL 
Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein, 
welche Helmholtz die langsam veränderlichen Coordinaten 

oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit 
mit den bei der Methode der Variation der Constanten, bei 
Aufsuchung der einhüllenden etc. vorkommenden veränder- 
lichen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht 
die Eigenschaft der cyklischen Coordinaten, dafür aber sollen 
sie sich so ausserordentlich langsam verändern, dass ihre 
Differentialquotienten nach der Zeit vernachlässigt werden 
können; dass also, wenn man diese Parameter mit k be- 
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicht 
deren Ableitungen nach der Zeit k' enthält. 

30. Man kann daher schreiben: Der ziutand 

ö) i = ]{K, l ), vonk und V, 

Es ist eine weitere Folge der langsamen Veränderlich- 
keit der k, dass während eines längeren Zeitraumes die k 
als constant betrachtet werden können, so dass während 
dieses Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet 
werden darf; erst nach längerer Zeit nehmen die k allmäh- 
lich andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder 
eine cyklische ist, aber mit etwas veränderten Werthen 
der Parameter. Während also die /' gross sind, so sind 
die Z" klein von derselben Ordnung, wie die k\ 

Als Erläuterung möge das in der vorigen Vorlesung 
behandelte Beispiel gelten. Da war l eine cyklische Coor- 
dinate, bei deren rascher Veränderung sich der Zustand 
des Systems nicht ändert; r dagegen wurde als langsam 
veränderlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Ge- 
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schwindigkeit r' verschwindet, aber die cyklische Rotations- 
bewegung des Systems bald bei kleineren, bald bei grösse- 
ren Distanzen der Masse m von der Drehungsaxe vor sich 
geht. T war Funktion von V und r. In ganz analoger 
Weise denken wir uns, dass auch die Volumveränderungen 
warmer Körper sehr langsam gegenüber der Molekularbe- 
wegung, welche wir Wärme nennen, die sichtbaren Be- 
wegungen der Stromleiter und Magnete sehr langsam gegen- 
über den Bewegungen, welche wir Elektricität nennen, vor 
sich gehen. 
Bwitgung^ 31. Wir könueu jetzt ein Cykel auch definiren, als 

für cykein. ein solchcs Systcm, welches keine anderen als cyklische 
und langsam veränderliche Coordinaten enthält, und erhalten 
mit Bücksicht auf die Gleichung 5 aus unseren allgemeinen 
Bewegungsgleichungen 2 für Cykeln die nachfolgenden Be- 
wegungsgleichungen : 

worin K und L in oben definirtem Sinne die Kräfte sind, 
welche einestheils die langsam veränderlichen Coordinaten 
Ä, anderentheils die cyklischen Coordinaten l zu vergrössem 
streben. 



ÄndoMeew. 32. Da bei der partiellen Dififerentiation die Grössen- 

vemcü^m*- Ordnung der Glieder im Allgemeinen verändert wird, so 
**^^7Se«f*" können Zweifel entstehen, ob nicht hierbei Glieder von 
derselben Grössenordnung wie die Ausschlaggebenden ver- 
nachlässigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be- 
trachtungen zur Zerstreuung derartiger Zweifel nicht ganz 
überflüssig. 

Wir nehmen an, die langsame Veränderlichkeit jedes 
der k soll dadurch ausdrückbar sein , dass wir k = f(B, t) 
setzen, wobei f(x) eine sammt ihren Ableitungen endliche Funk- 
tion des endlichen Argumentes x, c aber eine sehr kleine 
Grösse ist. In gleicher Weise soll die langsame Veränder- 
lichkeit von V dadurch ausdrückbar sein, dass V = g(^, t) ge- 
setzt wird, wobei g und f dieselben Eigenschaften wie f 
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und < haben. Natürlich ist dann l selbst sehr gross, was 
aber nicht schadet, da l selbst in den Gleichungen nirgends 
vorkommt. 

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von k' 
und tj deren Coefßcienten bloss Funktionen der k sind. Es 
soll Ak'^ ein Glied repräsentiren , welches das Quadrat 
eines ä' oder ein Produkt zweier k' enthält. In gleicher 
Weise sei CV^ ein Glied, welches ebenso bezüglich l be- 
schaffen ist, und endlich Bk'V ein Glied, welches ein Pro- 
dukt eines k und eines f enthält. Die Coefficienten A, B, C 
sind Funktionen der k und sollen endlich sein, sowie auch 
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grössen, welche 
wir symbolisch durch A', B. . , ausdrücken. Der vollständige 

Ausdruck für K wäre: 

d_ dT_BT 

dt^ Hk' 
Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I, 
den zweiten mit IE. Solche Glieder, welche die Differen- 
tiation von: 

Ak'^, BVV oder CV^ 
in / üefert, sollen mit /., h resp. 1, bezeichnet werden 
und analoge Bedeutungen sollen 77« , l?«, ZT«, haben. 

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher Grössenord- 
nung der Kürze halber einfach einander gleichsetzt: 

I^ = ^i^ « k'^A! + rA = 6», 

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdrücken soll, dass 
beide Glieder von der Grössenordnung «* sind. Ebenso er- 
giebt sich 

h = BVV -f- j5Z' = € + f. 
I4 = FÄ;'r = €, /c = o, 
wogegen ü^ = (fV^ endlich ist, welches Glied eben allein 
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth für K liefert. 

Da das undifferentürte l nirgends vorkommt, so ist 

j __ d_dT 
dt dV ' 
Die Glieder von der Form Ak'^ liefern in diesen Ausdruck 
nichts, ein Glied von der Form Bk'V soll 111^, ein Glied 

Boltcmann, Vorlesungen. 2 



;-^ 




f^^ Hat ;r>r:n '' '^ *iV5r JT/ iessra. 

K«» Kt ^iii^^ /. in<mr:"..<:h jilt^in.. irjt ^\r^JssiasAe3L wmr und 
;»{1^ Ä^<1^^ 0.*^ftT 7*rv.inn2niäi TULSer skUen üiBstiiideii 
ft,^4(f^i'u\t^ Uf.^ m^\ck,fiA jr^^rauit ftocii die in Gkkhinig 6 
Hui%0rs\(9XMU^i*^ 0»;ed^r Einteilt- 

/>^i^ ^itf9fh\\\ k' aU r enthaltenden Glieder würden zn 
/b^MO/ f^n^dhtimlicheTif bisher noch nicht entdeckten Erschei- 
tiutifi^'U Vi^Mi\^^nh% geben y denen Maxwell in seinem 
^Vrmi. (fit Kli'Mr, 2, Edit VoL 2, sect 574, deutsch pag. 
Ufttif ^üut^ Vkufi^mi B^.'trachtong widmet. 



ithMmnk¥i\\. Uli, |)cir «infttiihHte Fall ist der, dass nur eine einzige 

(WklUclin ('Oordinato vorhanden ist. Es ist dann die Lage 
Ntitntnillt^luu* l^hoilo des Systems, abgesehen von den lang- 
m\\\ vtn'HndnrlirlHUi (/oordinaten, nur noch durch die Lage 
t»lhn« oliiwigtm Antriobspunktos bestimmt, welche wiederum 
k\\\\v\\ K^\m oiimigo oykÜHcho Coordinate / definirt ist. Ruht 
il«M' A^^K^frtVpunki, HO ruhen alle Theile des Systems; be- 
\\^\f\ t»r niol\ uüt oinm* gi>gobouen Geschwindigkeit T, so sind 
\l(^dun'h dio Ho\vo|tungou aller Massen des Systems bestimmt. 
NiUlUho)^ m\\\ AvXm imnuxr die Werthe der UngRAm yer- 
Ä^hU^hol^i^u IWnmt't^r al^^ g^^beii vorausgesetit, welche 
,^^ ^ti^U WN^Jux^ud t^iut^r Ul\$^Uxu>rud«n Bewegung des Systems 

\V^^ ^A^hNU^v xivW)h>$ >^ir Man^chl^ii. fcuin dab^ ans 

WV,x^^N\^ >w^lt^^\ W'\<^(\5^ viut^i)viuviit^jr rnttd mit den An- 

>s^<\\<\<>\\ \\ ^v M>^Yiv H^Ä^^sSi >$>^ W^W«>5^ Kraft 7 dfö St- 
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Geschwindigkeiten Vj, v^.,Vp der einzelnen Massentheilchen 
nur Funktionen von V und k sein. Nimmt ein bestimmtes 
Massentheilchen, während es fortwandert, verschiedene Ge- 
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig- 
keit, die an einer bestimmten Stelle des Baumes herrscht, 
nur Funktion von V und kj was bei Berechnung von T auf 
dasselbe herauskommt, da ja 7" eine über alle Massentheil- 
chen zu erstreckende Summe ist. 

Im Folgenden soll niemals in den Fällen, wo Para- 
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt 
werden könnten, z.B. vermittelst der Bedingung, dass auf 
sie niemals eine Kraft wirkt ^), diese Elimination vorgenom- 
men werden, sondern sämmtliche langsam veränderliche Pa- 
rameter und auch die darauf wirkenden Kräfte sollen, selbst 
wenn letztere immer gleich sind, in den Gleichungen be- 
lassen werden; dann sind Fälle kaum denkbar, wo die Ge- 
schwindigkeiten V, andere als lineare Funktionen der Ge- 
schwindigkeiten V sind, was natürlich ebenso für die später 
zu betrachtenden Fälle gilt, wo mehrere cyklische Coordi- 
naten vorhanden sind. 

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht 
linearen Abhängigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten 
fuhren würde. Sollte aber später doch einmal die Möglich- s.sypoth^e: 

, , Die V sind li- 

keit von Bewegungen entdeckt werden , wobei die v nicht neare Fimk^ 
lineare Funktionen der T sind, so setzen wir jedenfalls vor- 
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen 
und elektrischen Erscheinungen Veranlassung geben, nicht 
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen 
gehören. Mit einem Worte, wir setzen: 

Vi = aiVj (i =" 1, 2 . . , p) 

»=1 

wobei die Coefficienten a selbstverständlich Funktionen der 
langsam veränderlichen Parameter k sind. Die Gleichung 
6 liefert dann: 



*) V. Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme. 
Kroneker's Journal Bd. 97 S. 132. 

2* 
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Dritte Vorlesung. 



[34. 



7) 






2 dkx 



(Ä = 1 , 2 . . . w). 



^MbS^fcejT 34. Um sich die wahre Bedeutung dieser Gleichungen 

möglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung 
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeinerungen 
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an. 
Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der 
Fig. 1 Art. 17, (-4 ein Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch 
ein Gelenk A mit dem Bohre verbunden. Aehnlich sei eine 
zweite gleich lange Stange CE durch ein Gelenk E mit einer 

in der Axe der Röhre ver- 



Fig. 2. 



schiebbaren dritten Stange 
verbunden. Die beiden an- 
deren Enden der ersten und 
zweiten Stange endlich seien 
wieder durch ein Gelenk G mit 
einander verbunden (s. Fig. 2). 
Von der dritten Stange 
rage das Stück y aus dem 
Rohre hervor. Auf der ersten 
Stange gleite die Masse w, 
durch einen Faden wie in 
Fig. 1 gehalten, von dem ein 
Stück X aus dem Rohre her- 
ausragt. Hier ist wieder die 
Kurbel der Antriebspunkt. Die 
Winkeldrehung, oder, wenn 
man will, der Weg l der Kur- 
bel, ist die cyklische Coordi- 
nate, rr, y sind die Parame- 
ter. Wir setzen voraus, dass 
die fixen Bestandtheile ein 
Trägheitsmoment / haben, während das des Fadens und der 
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para- 
meter X, y genügend langsam ändern. Dann ist: 

^=^7/+ mA, L = ^[(J + mry], da ^ = /+ wr« ist. 
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Die Kräfte, welche den Faden und die Stange aus der 
Eöhre herauszuziehen suchen, sind: 



ox 



2 



dr 
'By' 



Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2a, so ist 
dr : dx = — cos a. Verschiebt sich das an die dritte 
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EE" = dy, 
so verschiebt sich die Projection D ihres anderen Endes C auf 
die Axe umDIX = dy:2, der Punkt Cum CC"= öy:2cosa; 
der Mittelpunkt B der Masse M um BB" = 0(7.(1 — x):X = 
(k — x)dy:2Xco^a, und die Entfernung r der Masse m von 
der Stange wächst um 5r = — BS sin a = — (k — x)tgady : 2/, 
wobei X die Länge der ersten Stange ist, welche ebenso- 
gross wie die der zweiten Stange sein soll. Der Faden soll 
eine solche Gesammtlänge haben, dass sich fiir a? = o die 
Masse m in C befindet. 

Da ausserdem r = (X — a?^cosa ist, so erhält man: 

X = mV^ß — x) cos^ a, Y = -^r- {X — xY sin a. 

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m verän- 
derlich ist, communicire mit der vertikalen Röhre eine 
enge horizontale Eöhre, und diese 
am Ende mit einem schlaflFen ^^g- 3. 

Ballon. Die vertikale Röhre sei 
unten zu, oben mit einem ver- 
schiebbaren Kolben vom Flächen- 
inhalte f verschlossen, dessen Stiel 
um das Stück x aus ihr hervorragt. 
Sie wie die horizontale Röhre und 
der Ballon seien mit einer incom- [^ 

pressiblen Flüssigkeit von der 
Dichte g gefüllt. (Siehe Fig. 3.) 
Dann ist dm = — Qfdx, daher 
die Kraft X, welche x zu ver- 
grössem strebt: 



dl 



tn 



fl 



^ 



»Fi 



^ r'r* dm _ Qfr*l^ 
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35. EiDe denrtige mononrldiddbe Bevegimg, derrai In- 
teneitii dvjvh die Ablehmig einer einzigen Variablen nach 
der Zeit ToUkommen bestiHint ist^ ist nadi Maxwell ein 
in einem Drahte ciiimlirender elektiisclier Strom, l' misst 
die Geschwindi^eit der Be w e gun g, wird also jeden£dl8 mit 
wa^efafie&der Stiximintenätat iradiBen: L ist die Kraft, welche 
die moDocrkliscbe Bewegung antrabt, wldist also mit wach- 
sanier elektromotoiischer Kraft. Die Bewegung findet theil- 
wei&e im umgebenden Aetber, moglicfa^-weise auch in um- 
gebaiden Elisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der 
Umgebung ändert sich, wenn der Draht seine Gestalt, die 
umgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage andern und zwar 
sollen k die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des 
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen. 

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der 
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas- 
sentheilchens (resp. die Geschwindi^eit an einer bestimmten 
Stelle, durch welche Massentheilchen hindurdiwandem), 
soll proportional /' sein. Der Proportionalitätsfeiktor aber 
wird Ton der Gestalt des Drahtes und der Lage der um- 
gebenden Körper, also von dem Werthe der Parameter k 
abhängen. Die K sind die Kräfte, welche von aussen 
auf das System wirken müssen, um die Werthe von /' und 
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise 
langsam veränderlich zu machen, dass k' und l" die in den 
Gleichungen angeftüirten Werthe haben. 

IT sind also die ponderomotorischen Kräfte, welche bei 
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von k' und 
/'' von aussen auf den stromfiihrenden Draht und die um- 
gebenden Körper wirken müssen, — Ä' die Kräfte, welche 
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri- 
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die 
Kräfte +K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten. 
Ebenso sind L die Kräfte, welche unter denselben Be- 
dingungen von aussen wirken müssen. 

jitufgungt. 86. Wir Setzten bisher das System als frei von Be- 

wegungshindemissen voraus. Damit es einem elektrischen 
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Strome vollkommen analog werde, müssen wir auch solche 
einführen. 

Bewegungshindernisse, welche sich der Veränderung 
der k entgegenstellen würden, wären etwa Keibung der 
Drahtstücke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkörper 
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches, 
wären also in die K einzubeziehen. Solche dagegen, welche 
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Ge- 
sammtbetrag wir mit W bezeichnen wollen, müssen expli- 
cit in die Gleichungen eingeführt werden. 

Sei I/o die Kraft, welche thätig sein musste, wenn die 
Bewegungshindemisse fehlten und welche also durch Glei- 
chung 6 bestimmt ist, L^ aber die bei Thätigkeit der Be- 
wegungshindemisse noth wendige Kraft; so ist: 

Wenn man daher wieder den Index m weglässt, so erhält 
man beim Vorhandensein der Bewegungshindemisse an Stelle 
der Gleichung 6 die folgende: 

Bleibt die Stromintensität , die Gestalt des Drahtes und die 
Lage der umgebenden Massen, also V und dT\dl' constant, 
so ist daher L = W. Dann wird aber die elektromotorische 
Kraft durch das Ohm'sche Gesetz bestimmt. 

Würden wir also voraussetzen, dass L einfach der 
elektromotorischen Kraft, V der Stromstärke proportional ist, 
so müsste, um der Erfahrung zu genügen: 

W= V X const. 
gesetzt werden. Wir müssten also annehmen, dass die Ge- 
genkraft der Bewegungshindernisse der Geschwindigkeit der 
Bewegung, also der Stromstärke proportional ist. Obige 
Annahme ist zwar die einfachste, über ihre Berechtigung 
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat- 
sachen entschieden werden, welche am passendsten der 
Wechselwirkung zweier elektrischer Ströme entnommen 
werden. 
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Vierte Yorlesung. 

BicykeL Absolute Strommessiing. 



iN^bta. 37^ g^l nm^ q£i^ System gegeben , das ans beliebig 

vielen Massentheilchen m^y m^ . . . «n, mit den Geschwindig- 
keiten Vj, v, . . . r, besteht. Die Position jedes Massen- 
theüchens sei durch beliebig viele langsam veränderliche 
Parameter Ar^, A^ . . . Ar. und durch zwei cyklische Coordi- 
naten l^j ^ bestimmt, deren Ableitungen nach der Zeit wir 
mit l\ und /', bezeichnen. 
Es sei wieder: 

9) v, = a,l\ + bj'^, (»=1, 2..p) 

(r< bezeichnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be- 
stimmten Stelle des Raumes, wo fortwährend Massentheil- 
chen m< passiren). Setzt man daher: 

i=p isp i=p 

10) A = ^miOt*, B =^^mtbt\G— ^nii Otbi, 

i^i «=i t=i 

so wird 

11) T=^l\>+p\' + Cl\l\. 
Die Momente sind: 

^ = §1= ^^'i + ^^'»' ^ = Irr ^^'' + ^''» ' 

und man erhält die Bewegungsgleichungen: 

12) k=^=^(^^+^^2) + Tr, . 

^ ^ dk" 2 dk 2 dk ^^dk' 
Hier sind die L die Kräfte, welche die beiden cyklischen 
Goordinaten zu vergrössem suchen, K dagegen die Kräfte, 
welche irgend einen der Parameter Je zu vergrössem streben. 
W^ und W^ aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder- 
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nisse, welche bei Veränderung der ersten, resp. der zweiten 
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass 
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs- 
punkten auf die einzelnen Massen überträgt, ohne Bewe- 
gungshindemisse- ist und nur die Bewegung der Antriebs- 
punkte selbst solche erfährt, so dass W^ bloss Funktion 
der Bewegung des ersten, W^ des zweiten Antriebspunktes 
ist, nicht aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes 
auch auf W^ von Einfluss ist, oder umgekehrt. 

88. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer Btiapitu von 
die Massen beschaffen sein mögen, deren Bewegung uns als 
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihre Ver- 
bindimgen seien, wie immer der Charakter dieser Be- 
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische 
sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen; 
jedes Mal müssen sie die obigen Gleichungen erfüllen, welche 
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind. 
Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen 
möglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunächst ihre 
Anwendung auf specielle Fälle zeigen. Wir könnten da 
Flüssigkeitsströme in in sich zurücklaufenden Kanälen, 
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation, 
chemische Verbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc. 
stattfindet, wählen. Doch wird es sich offenbar empfehlen, 
zuvörderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten. 
Zwei von einander unabhängige nebeneinanderstehende Ap- 
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar- 
gestellte, würden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten, 
genügen; allein da würden gerade die Glieder, welche das 
Zusammenwirken beider ausdrücken und auf die es uns jetzt 
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol- 
gende ideale Modell betrachten. 

39. Drei coaxiale Röhren sollen übereinander stehen; idealer 
passende Verjüngungen der mittleren sollen em klein 
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin 
reibungslos drehbar sein, während die oberste und un- 
terste so getragen werden, dass sie keiner anderen 
Bewegung als einer Drehung um ihre Axe fähig sind (vgl. 
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Fig. 4). Jede der drei Bohren trage eine Masse, m^ zu oberst, 
m^ zu Unterst, m^ in der Mitte, welche genau wie die Masse 
der Fig. 1 Art. 17 beweglich und yon einem Faden gezogen 
ist. Alle drei Fäden ragen aus der untersten Bohre her- 
vor. Die Distanzen der Massen Ton der Axe seien r^, r^, r,. 

Die oberste und un- 
^' *' terste Bohre sollen 

genau wie die Bohre 
der Fig. 1 durch eine 
Kurbel drehbar sein. 
Das mittlere Bohr 
aber soll mit ihnen 
in derfolgendenWeise 
Terbunden sein: Das 
oberste und unterste 
Bohr tragen je eine 
zu ihrer Axe senk- 
rechte Scheibe, das 
mittlere aber eine zu 
seiner Axe senkrechte 
Stange, an welcher 
eine zur Stange senk- 
rechte Scheibe dreh- 
bar befestigt ist, die 
die beiden anderen 
Scheiben berührt und 
darauf ohne Eeibung 
und Gleitung rollt. 
Die Abhängigkeit der 
Bewegung des mitt- 
leren Eohres von den 
beiden anderen fin- 
det man leicht durch 
folgende üeberlegung : Wenn das obere und untere Bohr beide 
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden, 
so dreht sich dabei auch das mittlere Bohr im selben Sinne 
um den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht 
sich dabei gar nicht Wird dagegen das obere und untere 
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Eohr um den gleichen Winkel im engegengesetzten Sinne 
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel- 
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nicht. 
Wird daher das obere Rohr um einen beliebigen Winkel l^, 
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen 
Winkel l^ gedreht, so kann man sich die Sache immer so 
vorstellen, als ob zuerst beide Rohre im selben Sinne um 
den Winkel (/^ + Zg) : 2 , hernach aber das obere wieder im 
selben Sinne um den Winkel (Z^ — l^):2j das untere da- 
gegen im entgegengesetzten Sinne um denselben Winkel 
{I1 — I2)' 2 gedreht worden wäre. Nur der erstere Process 
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (/^ + l^) : 2. 
Es ist also die Drehung und daher auch die Winkelgeschwin- 
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel 
aus der der beiden anderen. 

Wird also alles Uebrige als massenlos vorausgesetzt, "aieiehungen 
so besteht das System nur aus drei Massen m^, m^, m^j »eiun. 
und ist durch die beiden cyklischen Coordinaten /^^ l^ und 
die drei langsam veränderlichen Parameter r^, r^, r^ voll- 
kommen bestimmt. Die Geschwindigkeiten der Massen sind: 

Es ist also in Formel 9 und 10 zu setzen: 

«1 = r^, «a = ^ = ^^ h = ^2> 0^3 = ^3 = rg : 2, 
was liefert: 

oder wenn man noch behufs möglichster Vereinfachung der 
Formeln die oberste und unterste Masse untereinander 
gleich (= m), die mittlere aber vier Mal so gross annimmt: 



A = m.(r^^ + rg«;, B == m(r^^ + r^^), C = mr 



2 



3 



Denken wir uns diese Werthe in die Formeln 12 eingesetzt, 
so erhalten wir also die Bewegungsgleichungen unseres Sy- 
stems. TTj, TFg sind die Kräfte, welche die Bewegungs- 
hindemisse der Drehung der obersten und untersten Röhre 
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern) , während alle 
anderen Bewegungen als frei von Bewegungshindemissen 
vorausgesetzt werden. 



2S Vierte ViiiIiwm, 40. 

40. Wir vollen zonidist der oberen Bobre mittelst 
der oberen Enrbel eine beliebige Torgescbriebene Bew^ong 
ertheflt denken ond nns fragen, vddie Knft L^ dnbei auf 
die nntere Kurbel wAetk mnss. damit die nntere Böbre 
stete in Bnhe bleibL Da die nntere Bäve aicb nidit be- 
wegt, so ist r, := o: aber dieselbe kann offenbar, wenn sie 
mbt, anch keinen Widerstand erfidiren, weshalb anch 
H^ SS o nnd 

ist So lange daher die r onTerändert bleiben nnd anch die 
Geschwindigkeit des ersten Bohres sich nicht ändert, wirkt 
anf die zweite Enrbel keine Kraft, wachst dagegen die Gre- 
schwindigkeit der ersten Bohre, so mnss anf die zweite 
Korbel, nm sie mhig zn erhalten, eine Kraft im Reichen 
Sinne wirken, deren Intensität proportional dl\ : dt nnd pro- 
portional dem Coefficienten C ist (indndrte el^tromotorische 
Kraft). Fehlte jene Kraft, so wurde sich die zweite Bohre, 
während des Wachsthums der Greschwindigkeit der ersten, 
im entgegengesetzten Sinne drehen (indncirte Drehung). Das 
Entgegengesetzte gilt, wenn die Greschwindigkeit der ersten 
Bohre abnimmt. # 

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre- 
hnngsgeschwindigkeit der ersten Bohre ein Anwachsen oder 
Abnehmen von C durch langsame Handhabung des r, regu- 
lirenden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegengesetzte, 
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Bohre auf, 
beide sind proportional l\ und dC: dt. 

Die Analogie mit zwei elektrischen Strömen ist eine 
▼ollständige. Ä ist der Selbstinductionscoefficient der er- 
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions- 
coSfficient beider Strombahnen. 

Die Analogie geht noch weiter. Gemäss der letzten 
der Gleichungen 12 wirken auch Kräfte auf die Parameter, 
von denen die Werthe von Ä, B, G abhängig sind (auf die 
Fäden). Die Intensität derselben ist fär in ^ enthaltene 
Parameter l\^f für in B enthaltene Parameter l\*, flir in 
C enthaltene aber dem Produkte l\l\ proportional und 
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superponirt sich für solche Parameter, die in mehreren der 
Grössen Ä, B, C vorkommen. Wenn l\ und l'^ gleichbe- 
zeichnet sind und C beim Wachsthum des Parameters 
wächst, so ist, um ihn constant zu erhalten, eine Aussen- 
kraft nothwendig, die ihn zu verkleinem sucht. 

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Strömen. ^- ^*'^«*- 
Wenn bei Aenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- ^*«?fr ?«/»- 

^ *-* , nition der 

inductionscoefficient des ersten resp. zweiten Stromkreises strominten- 
ändert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensität 
des ersten , resp. des zweiten Stromes proportionale ponde- 
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc- 
tionscoefficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar- 
auf eine dem Produkte beider Stromintensitäten proportio- 
nale Kraft; ändern sich endlich bei Veränderung der Coor- 
dinate mehrere dieser Coef&cienten gleichzeitig, so addiren 
sich auch die betreffenden Kräfte, 

Wir genügen also nur dann der Erfahrung , wenn wir 
annehmen, dass die Stromintensitäten in der That den Ge- 
schwindigkeiten V der Antriebspunkte proportional sind. 
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensität so, 
dass die erstgenannten Kräfte ihren Quadraten, die letzt- 
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir 
denken uns einen ein für alle Mal unveränderlichen Strom 
gegeben und in die Nähe einen beweglichen Stromleiter 
gebracht. Wollen wir die Intensität zweier anderer elek- 
trischer Ströme mit einander vergleichen, so schicken wir 
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom von gleicher In- 
tensität, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In- 
tensität wie der zweite. Das Verhältniss der ponderomo- 
torischen Kräfte, die derselbe (natürlich immer die gleiche 
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt) 
in dem einen und anderen Falle erfährt, giebt das ge- 
wünschte Verhältniss der Stromintensitäten. Dieses Ver- 
fahren fällt übrigens, wenn man permanente Magnete als 
Aggregate unveränderlicher Molekularströme auffasst, mit 
der Strommessung durch die Tangentenbussole zusammen. 
Vorausgesetzt ist dabei natürlich noch, dass man durch 
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichheit des 
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Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem der zu 
messenden constatiren kann. 
Ahtotuu 42. Wollen wir eine Einheit der Stromintensität de- 

Mesmmg der . 

stromhtun- finiron, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte 

nicht gut, von dem Begriffe eines 



Fig. 5. 




14) p=^ 



ii' dx dx' 



permanenten Magnets auszugehen. Wir 
denken uns vielmehr zwei sehr lange 
parallele Ströme in der Entfernung a 
Fig. 5. Sei dx ein Element des einen, 
dx eines des anderen Stromes, r deren 
Entfernung, i, i die im magnetischen 
Maasse gemessenen Stromintensitäten, so 
ist die Anziehung der beiden Elemente 
nach dem Ampere'schen Gesetze, wenn 
beide sich in atmosphärischer Luft be- 
finden: 

[2 cos {dx, dx) — 3 cos (r, dx) cos (r, dx')\ 



Sucht man die Componente q dieser Kraft senkrecht zu den 
beiden Strömen und substituirt für die Cosinus ihre Werthe, 
so findet man, wenn x die Entfernung des Elementes dx 
von der Projektion des Elementes dx auf den Stromleiter, 
dem dx angehört, bedeutet: 



q=^ii adxdx!{—^ 6~)== i/ae/ajrfa;' l-j 



+ 



a* — 2 a?' 



\ 



Die gesammte Kraft 0, welche äer eine Draht auf die Län- 
geneinheit des zweiten ausübt, findet man, wenn man be- 
züglich dx von —00 bis +oo integrirt und dx=^ 1 setzt. 
Wegen 

ergiebt sich 

a 

Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drähte, in dem 
Normalmedium (atmosphärischer Luft) befindlich, von zwei 
Strömen von der gleichen Intensität durchflössen und letz- 
tere so gewählt denken, dass, wenn sich die Drähte in 
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der Entfernung eines Centimeters befinden, jeder auf die 
Längeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier 
Dyne ausübt. Für einen Strom von solcher Intensität 
setzen wir ? = 1 , dann können wir für beliebige Ströme t 
durch eine Zahl ausdrücken und wissen, dass wir uns mit 
dem sonst als magnetischen Strommaasse bekannten Maasse 
im vollem Einklänge befinden. 

43. Wir betrachten nun einen einzigen unveränder- ^- Erfah- 

rtmgs9€Uz. 

liehen Strom von der Intensität V (wie wir bereits sagen JouWs oe. 

dürfen). nmg von a>. 

Für diesen ist nach Gleichung 8: 1/ = TF. Die wäh- 
rend der Zeit St geleistete Arbeit ist: L8l= Wl'St; die in 
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also Wl\ 

Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss 
dieselbe als Wärme auftreten. Wir nehmen nun als aus 
der Erfahrung gegeben an, dass unter diesen umständen 
die erzeugte Wärme in Arbeitsmaass gemessen gleich wV^ 
ist, wobei « eine Constante der Leitungsbahn ist, welche 
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand 
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten- 
sität in einem Leiter auftretenden Wärme kann derselbe 
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige 
Ausdruck hiermit im Einklänge sei, muss 
15) TF=(oZ', 

also die Gegenkraft der Bewegungshindernisse proportional 
der Stromintensität oder der Geschwindigkeit V des An- 
triebspunktes sein. Es wäre passender, die Constante oo 
als den Widerstandscoefficienten oder den Widerstand be- 
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit V 
multiplicirt werden muss, um den thatsächlichen, von den 
Bewegungshindernissen herstammenden Widerstand W zu 
liefern.^) Es ist aber üblich, o) kurz als den galvanischen 
Leitungswiderstand zu bezeichnen. 

44. Mit Rücksicht auf 15 liefert die erste Gleichung oä«** 
des vorigen Artikels »equenzuMe- 

j y rer Ännah- 

L/ = Oll y nun. Meuung 

von L. 

') Eine ähnliche Bemerkung hat schon Hankel gemacht, sSchs. 
Ges. V. 14. Nov. 1889, S. 382; Wied. Ann. 1890, Bd. 39, S. 369. 
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*»***tit*n-^<r »'.^ i»*r Zf A^T-mg, TP^=?aa 
^.%^ ^^*^ ^/,.^ #i«r r*»:Lt«i Seh* 




Fllnfle Torlesus. 

flew^gangsfaindernisse im Dielektricnm. Zwei 
Htfoinkreiiie mit Condensatoren. Messung der 

fibrigen Orössen. 



mHMnZf ^^^' ^^^ kehren nun zu unserem Modelle zurück. Da- 

mit für dasselbe die Gleichung 15 gelte, müssen wir an- 
rif^hmfin , das« der Widerstand W nicht von einer Reibung 
dnr obarnten und untersten Röhre in ihren Lagern herrührt, 
Nondnm etwa von Windflügeln, die sich so in einem wider^ 
Hinhnndnn Mittel bewegen, dass sie einen ihrer Geschwindig- 
knil proportionalen Widerstand finden. Um aber voUkom- 
ntniin Allgemeinheit zu erzielen, muss hierzu noch ein an- 
(Inrnr Widerstand kommen. 

MtH^'Ä- ^^'* Wenn n&mlich die Stromleitung ii^endwo auf- 

Mi.M«f.«H.i i^ttohtntteu ist, und die beiden Enden mit den beiden Be- 
rn fMr'Mf»» y , ' 

^'^ \x'}f}\\\fss\\ eines Condensators verbunden sind, so lehrt die 
Krtkhrung, da»« dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt, 
wt^loher dor Iiadutv; des Condensators proportional ist; diese 
(hI NviiHier dem Iutegral$trome 

)vi>\)HMi i\\u^t )C$ mu$$ hIso dann IT noch ein zweites Glied 
V^ ) eutUaUtvu^ >K\^Wi !> eine neue Constante ist« deron reci- 
|M\Nix'^\ Wetilt xrir dl$ die im m^f^etisckeii 
>vue l\>^^VÄvnlAI \iei$ iX^iuiensAUv« beneickneii. 
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Am Modelle könnte dieser Widerstand in folgender 
Weise dargestellt werden. Wir denken uns das eine Ende 
A einer elastischen Schnur an dem obersten resp. untersten 
Kohre, dessen Querschnitt in Fig. 6 durch den grossen Kreis 
dargestellt ist, das an- 
dere Ende (im unaufge- ^^' ^• 
wickelten Zustande ohne 
Spannung) an einem in 
gewisser Entfernung be- 
findlichen Fixpunkte B 
fest gemacht. Die ela- 
stische Schnur läuft un- """^ ^ 

mittelbar am Rohre rei- 

« 

bungslos zwischen zwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei 
Drehung des Rohres wickelt sie sich auf dasselbe auf und 
übt vermöge ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drehung 
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinkel 
proportional ist. 

47. Es muss hier bemerkt werden, dass durch Ein- ^'^^l^^*'*' 
fiihrung des Widerstandes ß-l die Bewegung aufhört im w-m 2. Erfahr 
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Aufwindung der ela- 
stischen Schnur auf die Axe kein cyklischer Vorgang ist; allein 
da ausser diesem Vorgang alle übrigen Bewegungen cyklisch 
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Vorhanden- 
sein des Widerstandes (oV sich abspielen, so kann wohl kein 
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben. 

Dieselbe Annahme muss natürlich auch für die Elektri- 
citätsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist 
selbsverständlich wieder eigentlich nicht cyklisch, da sie nur 
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn 
nicht das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soll. 
Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innern 
des Dielektricums als auch die dadurch erzeugte Bewegung 
im umgebenden Aether (nur während kürzerer Zeit) genau so 
geschieht, wie sie in einem Leiter dauernd in vollkommen 
cyklischer Weise vor sich geht. Es wird dies zur Folge 
haben, dass mit Ausnahme des veränderten Ausdrucks für W 
auf beide Fälle dieselben Gleichungen anwendbar sind. 

Boltzmann, Vorlesungen. 3 
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oieiehvngen 48. Nehmen wir an, es seien sowohl an der oberen 

tri9ehtn 0*- als auch an der unteren Bohre sowohl Windflügel als auch 
et aionen. ^.^^ elastische Schuur befestigt, so lauten die Bewegungs- 
gleichungen unseres Systems: 



16) 



^i = ^(^^'i+^Q+«i^+*i^i. 



dt 

d_ 
dt 



I^2 = 4T{Cl\ + Bl\) + a^,l\+&,l,, 



^__ /V SA ?V ÖJ5 y y dC 



2 dk 2 dk i »ÖA 

Genau dies sind auch die Gleichungen für 2 Strom- 
kreise mit den Stromintensitäten l\ und l\ und den Wider- 
ständen 07^ und (o^, wenn in jedem derselben ein galvani- 
sches Element von der elektromotorischen Kraft L^ resp. 
Lg und ein Condensator von der Capacität 1 : &^ resp. 1 : &^ 
eingeschaltet ist.^) A, B sind die Selbst-, C der wechsel- 
seitige Induktionscoefficient der Stromkreise. Es muss als 
ein Vorzug der Maxweirschen Theorie bezeichnet werden, 
dass wir diese für die Praxis so wichtigen Gleichungen, 
welche sonst erst als Consequenz der gesammten Theorie 
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleich zu An- 
fang aus den wenigen beigezogenen Erfahrungsthatsachen 
und Hypothesen erhalten. Die grosse logische Schärfe der 
Maxwell' sehen Theorie äussert sich eben darin, dass wir 
nicht alle Erfahrungsthatsachen auf einmal voranzustellen 
brauchen, sondern jedesmal bei Hinzuziehung einer neuen 
Thatsache sogleich alle Resultate gewinnen, welche sich aus 
den bisher beigezogenen Erfahrungsthatsachen überhaupt 
folgern lassen. 

Die Gleichungen 16 könnten mit der grössten Leich- 
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen aus- 
gedehnt werden, sie erschöpfen dann vollständig die Theorie 
der Selbstinduktion, wechselseitiger Induktion und elektro- 
dynamischer Wechselwirkung, so lange die Stromschwan- 



^) Thomson, phil. mag. (4), 5, S. 398 ; Helmholtz, Pogg. Ann. 
88, S. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr. 
IV. Bd. S. 166. 
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kungen so langsam sind, dass die Stromintensität zu einer 
gegebenen Zeit in allen Längen- und Querschnittelementen 
je eines geschlossenen Stromleiters gleich vorausgesetzt 
werden kann. Um sich aber von dieser Beschränkung frei 
zu machen, um die Abhängigkeit der Coefficienten A^ J9, G 
von den Abmessungen der Drähte, endlich um die Elektri- 
citätsbewegung in körperlich ausgedehnten Leitern zu finden, 
ist die Zuziehung weiterer Erfahrungsthatsachen erforderlich, 
welche wir auf eine spätere Vorlesung versparen wollen. 

49. Die vollkommene Identität der Gleichungen für ^^deutung 

^ des Modell» 

unser mechanisches System mit denen für 2 Stromkreise, »« ^^ Theo- 
ist keineswegs etwa eine bloss zufällige, sondern vielmehr 
eine im Wesen begründete, da ja sowohl unser mechanisches 
System als auch .die beiden Stromkreise nach unserer Vor- 
aussetzung genau derselben Klasse von Mechanismen an- 
gehören, wenn auch Hülfsmittel und Form der Ausführung 
die denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identität des 
mechanischen Grundtypus ist auch die vollkommene Analogie 
zwischen dem Ablaufe der elektrischen Oscillationen und 
der Bewegung höchst einfacher Mechanismen z. B. ge- 
dämpfter Pendel erklärlich. 

Natürlich ist der Mechanismus der elektrischen Ströme 
nicht nur vollständig von solchen einfachen Mechanismen 
verschieden, sondern auch uns vollkommen unbekannt; wir 
haben also hier eigentlich die Theorie einer Bewegung auf- Theorie einer 

, ,, , -»r T • 1 1 . • i • unbekannten 

zusteilen, deren Mechanismus uns ganz unbekannt ist, ja Bewegung. 
vielleicht in einer uns noch ganz unvorstellbaren Weise von 
allen Mechanismen abweicht, die wir aus festen Stangen, 
incompressibeln oder elastischen Flüssigkeiten, fernwirkenden 
Anziehungscentren u. s. w. construiren können. 

Deshalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte 
Mechanismen zur „dynamischen Illustration" nebenher zu 
betrachten, und wir sind überzeugt, dass alles, was noth- 
wendige Consequenz der Grundgleichungen der Mechanik 
ist, nicht bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch 
von dem elektrischen Mechanismus gelten wird. 

So fremdartig daher auch die Theorie einer Bewegung 
erscheint, von der wir keine Vorstellung haben, so habe ich 
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doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erörtert, dass 
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und 
der vieler älteren Theorien vielleicht bei weitem nicht so 
gross ist, als es auf den ersten Anblick scheinen mag. 



Erhaltung 



DiHMaium Es Wäre einladend, sofort die praktische Anwendung 

9^ itf. der Gleichungen 16 in allen Details zu diskutiren und so 
auch die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf- 
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der 
alten Theorien, welche für den Theoretiker immer von 
grossem Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe. 
Allein dies ist hier nicht meine Absicht, ich muss also be- 
züglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbücher 
verweisen; nur wenige für unsere Theorie unentbehrliche 
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hier gemacht werden. 
Zuvörderst soll die Gleichung, welche das Princip der Er- 
haltung der Arbeit ausdrückt, aus den Gleichungen 16 ab- 
geleitet werden. 

50. Die Arbeit, welche durch die äusseren elektro- 
motorischen Kräfte, während der Zeit St in das System 
hinein gesteckt wird, ist: 

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird, 
während sich die beiden Kurbeln in der Zeit St um die 
Winkel Sl^ und Sl^ mit den Winkelgeschwindigkeiten l\ und 
l\ drehen und darauf die Kräfte i^ und I^ in der Bewe- 
gungsriehtung derselben wirken. 

Substituirt man hier für L^ und L^ deren Werthe aus 
den Gleichungen 16, so erhält man eine Anzahl von Glie- 
dern, welche wir jetzt der Keihe nach au£sählen und durch 
dem SQ beigefugte Indices unterscheiden wollen. Die mit 
den Faktoren w behafteten Glieder liefern: 

17) SQx^{^riV + ^^r^^st. 

Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windflngel 
in Wärme umgesetzt und ist beim elektrischen StnMne die 
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Joule' sehe Wärme. Die mit den Faktoren & behafteten Axif duuu- 

^->,i. j T /» iriairung ver- 

(ilieder lieiern: irauchu Ar- 

®i == ^1 h ^^^ ®2 = '''2 ^2 ^^^^ ^^® Gegenkräfte der 
dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle 
auf Spannung der elastischen Schnüre, beiden elektrischen 
Phänomenen auf Erzeugung dielektrischer Polarisation ver- 
wendet. 

Die Gesammtsumme, welche alle übrigen Glieder liefern, 
kann als die Summe zweier Ausdrücke d 0« und ö Q. dar- ^««««»:e Ar- 

3 * hext. 

gestellt werden, indem man setzt: 

Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die 
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit, welcher 
auf Hebung der an den drei Fäden angehängten Lasten bei 
Verschiebung der drei Massen m^ , m^ , m^ verwendet wird ; 
bei elektrischen Strömen derjenige Theil der von der 
Batterie gelieferten Energie, welcher bei sichtbarer Massen- 
bewegung die zur Ueberwindung der ponderomotorischen 
Kräfte erforderliche Arbeit leistet. Endlich setze man: EUktrokme- 

tischt Ener- 

20) SQ^ = ST, Qi^- 

wobei: 

am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen m^, m^, 
W3, bei den elektrischen Phänomenen aber die lebendige 
Kraft derjenigen Bewegung ist, welche in ihrer Gesammtheit 
den elektrischen Strom ausmacht und theils im durchströmten 
Drahte, theils im umgebenden Medium ihren Sitz hat. Wir 
wollen sie als die elektrokinctische Energie bezeichnen. 
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Wissen wir auch weder über das Bewegte noch über die 
Art der Bewegung irgend etwas, so wissen wir doch, dass 
die lebendige Ej-aft dieser Bewegung einen bestimmten end- 
lichen Werth hat, den wir in einem vorliegenden Falle be- 
rechnen können, der bei Entstehung des Stromes aus der 
chemischen Energie des galvanischen Elementes oder aus an- 
deren uns bekannten ArbeitsqueUen entnommen und beim 
Verschwinden des Stromes wieder in Wärme oder andere uns 
bekannte Energieformen zurückverwandelt wird. Dies wird 
noch klarer an den speciellen Fällen, zu denen wir jetzt 
übergehen woUen. 
Meuui^ wm 51, gei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorhanden, 

seine Gestalt und die Lage etwa in der Nähe befindlicher 
Eisenmassen sei unveränderlich; dann liefern die Gleichungen 
16 für denselben: 

Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten 
Strom Z'« und lassen zur Zeit Null plötzlich die elektro- 
motorische Kraft aufhören, so dass dannL = wird, so folgt: 

Die Elektricität bewegt sich also wie eine träge Masse 
bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Widerstand 
z. B. eine in einer Röhre strömende Flüssigkeit, nur dass 
ihre gesammte Trägheit auch von der Gestalt des Strom- 
leiters abhängt, namentlich durch spiralige Aufwicklung des- 
selben bedeutend vermehrt wird, was in dem Umstände be- 
gründet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung 
participirt. Natürlich muss sich, wenn die Bewegung der 
Elektricität aufgehört hat, deren anfängliche elektrokinetische 
Energie Ä, (Z'«)^: 2 (nach Gleichung 21) in Wärme verwandelt 
haben. In der That hat die erzeugte Wärme: 



(vergl. Gleichung 17) diesen Werth. 
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Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls 
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten 
Magnet das Integral: 



/' 



QO 

l'dt =.^ 



(a 



bestimmt werden und hieraus kann, da /'« und co ebenfalls 
experimentell bestimmbar sind, A gemessen werden. 

Wäre auch ein Condensator in der Strombahn, so be- Mwang von 
käme man nach Aufhören der elektromotorischen Kraft die 
Gleichung: 

welche auch für die Schwingungen einer gedämpften Mag- 
netnadel gilt. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher 
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersenbis 
Hertz ^) berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be- 
stimmung von & dienen, wobei wir noch das Produkt 
l't, wenn darin Z' = 1 und< = 1 ist, vorläufig die magnetisch 
gemessene Elektricitätsmenge 1 nennen, natürlich ohne uns 
dabei weiter etwas zu denken. 

52. Es seien nun wieder zwei Strombahnen von un- nesmmg vw. 
veränderlicher Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen 
darin die Stromintensitäten l\^ und V^*^ bestanden haben. 
Da hören plötzlich die äusseren elektromotorischen Kräfte 
auf und es wird daher: 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 



^) Kirch hoff, Ueber die Beweg, d. El. in Drähten. Pogg. Ann. 
Bd. 100, S. 198, 351, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, S. 535, 1874. 
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26, 
S. 432, 1885, 28. S. 1, 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887. 
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, S. 139, 1884. Lodge, Ueber 
Inductionswaage, phil. mag. Febr. 1880. Lodge, Hertzsche Schwin- 
gungen. Lond. phys. soc. Bd. 10, 8. 150, 18B9. Lecher, Wien. Ac. 
Bd. 99, S. 357, 1890. 



40 



Fünfte Vorlesung. 



|53. 



Die linke Seite ist die während dt entwickelte Wärme ; 
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro- 
kinetischen Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme 
der letzteren während derselben Zeit, 

Integriren wir die letzte der Gleichungen 22 bis zu 
einer sehr späten Zeit, zu welcher l\j l\ die Werthe l\^, 
/'j* haben sollen, so erhalten wir: 

Um C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch längere 
Zeit l\ constant gleich l\^, während im zweiten Stromkreise 
keine elektromotorische Kraft wirkt, so dass Z'g« = ist. 
Dann entfernen wir plötzlich auch aus dem ersten Strom- 
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi- 
mentell den Integralstrom im zweiten Stromkreise Jl^dt 
über eine genügend lange Zeit erstreckt. Da nach einer 
solchen jedenfalls beide Ströme aufhören, so ist l\^ = V^^ 
= also: 

ci\- = (ojr^dt, 

woraus C experimentell bestimmt werden kann. 

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be- 
stimmt haben, so herrscht über die Gleichungen volle 
Klarheit. Alle diese Consequenzen können daher schon 
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und 
Hypothesen abgeleitet werden. 



Andere Bekiilr- 
tungen von 
Cond. und 

Widerstand. 



Fig. 7. 
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53. Die Gleichungen 16 gelten, falls 
Condensator und Widerstand hintereinan- 
der in die Stromleitung eingeschaltet sind, 
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak- 
tisch weitaus am häufigsten angewendete 
Schaltung; doch sind andere Schaltungen 
offenbar nicht ausgeschlossen. Es könnten 
z. B. in jedem Zweige Condensator und Wi- 
derstand nebeneinander geschaltet sein 
(Fig. 8). Dann hätte man eigentlich vier 
separate Zweige und es könnte die Strom- 
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stärke, wenn die Capacität des Condensators eine sehr 

grosse ist, in allen vier Zweigen verschieden sein. Doch 

erhält man in verschie- 

Fig. 8. 
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denen speciellen Fällen ''^' ^- ^^&- ^• 

Gleichungen von der- 
selben Einfachheit, z. B. 
wenn in der Leitung 
von der Batterie zum 
Condensatorlnduktions- 
coefficient, Widerstand 
und Capacität ver- 
schwinden. Bezeichnet 
man dann mit l\ und 
Tg die Stromstärken in 
den Zweigen , welche 
die Widerstände ent- 
halten und wo die elek- 
tromotorischen Kräfte 
der Induktion wie zahl- 
reiche, in je eine Windung eingeschaltete galvanische Ele- 
mente von kleiner elektromotorischer Kraft wirken, mit n^ 
und «2 ^^ Condensatorladungen, und mitL^, L^ die elek- 
tromotorischen Kräfte der Ketten, so wird: 

L, = ^^{Al\ + Cl\) + m,l\ ^ &^n,. 

Eine noch complicirtere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in 
welcher bloss die gerad gebrochen gezeichneten Leitungen 
mit den Stromstärken m\ und m\ erheblichen Widerstand 
«j, (o^\ bloss die spiralig gezeichneten, mit den Stromstärken 
l\ und l\ erhebliche Selbst- und Wechselinduktionscoeffi- 
cienten Ä, B, C haben sollen, n^, n^ sollen wieder die 
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann ohne Be- 
einträchtigung der Allgemeinheit angenommen werden, dass 
bloss in den geradgebrochenen Leitungen und in den Lei- 
tungen zum Condensator galvanische Elemente, in ersterer 
von den elektromotorischen Kräften ilfj, Jfg, in letzterer von 
N^j N^ eingeschaltet sind. Dann gelten die Gleichungen: 
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23) I *' 

Die Gleichnngen für den zweiten Stromcomplex können 
hier wie oben der Symmetrie gemäss gebildet werden, da 
derselbe genau wie der erste beschaffen ist 

Am Modelle würden Gleichungen von der Form der zuletzt 
entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als auch 

unterste Eöhre eine Schnur 
^'^S- lö. aufwickeln würde, welche 

ooAAAAs^ j^ die Axe je einer beweglichen 
"^^^ * ' Bolle trügen. Um diese liefe 

eine zweite Schnur (Fig. 10). 
Auf das eine Ende dersel- 
ben wirkte die äussere Kraft 
iV^, deren Zug sich eine 
elastische Feder entgegensetzte; auf das andere die äussere 
Kraft ifj und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpunkts 
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch für 
negative m' und n zu erfüllen, müssten die Schnüre auch 
unzusammenschiebbar sein. 




r^M 



Sechste Vorlesung. 

Praktische Ausführung der Modelle. 



iiwhanimu»^ 54. Durch Acndcrung von r^ oder r^ am Modell werden 

fmabhängig Hur die Selbstinduktionscoefficicnten Ä und B verändert. 

veranaerlieh 

»u machen. Bei Veränderung von r^ aber verändert sich nicht bloss 
der wechselseitige Induktionscoefficient (7, sondern auch 
gleichzeitig Ä und B, da ja das mittlere Rohr von jedem 
der anderen mitbewegt wird. Es ist wünschenswerth, drei 
Antriebspunkte so herzustellen, dass bei alleiniger Bewegung 
des ersten nur Ä, daher nur r^, bei alleiniger Bewegung 
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des zweiten nur B, daher nur rg, bei alleiniger Bewegung 
des dritten nur C wächst; bei alleiniger Bewegung des 
dritten muss daher r^ wachsen, dagegen r^ und r^ so ab- 
nehmen, dass rj^ + r^^ und r^^ + r^^ constant bleibt. 

Es kann dies durch folgenden Mechanismus erreicht 
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf- 
einander senkrechte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze, 
die sich im Punk- 
te D schnei- ^*g- l^- 
den; darauf lie- 
gen zwei der 
Länge nach auf- 
geschlitzte Line- 
ale. Das Scheib- 
chen C ist an 
einem kurzen 
Stifte befestigt, 
der durch kleine 

Löcher beider Li- 

neale hindurch- 
geht, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten 
kann. An diesem Scheibchen ist der mit m^ verbundene Faden 
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz 
vom Punkte D heisse x. 

Die beiden Scheibchen A und B gleiten sowohl im 
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem 
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Fäden, 
welche zu den Massen m^ und m^ führen, in der aus der 
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom 
Scheibchen in der Richtung des horizontalen Schlitzes des 
Blechs fort, dann über eine am fixen Bleche befestigte 
Rolle, dann über je eine zweite ganz nahe am zuerst be- 
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel 
diesem vertikal aufwärts. 

Sind die Längen der Fäden so regulirt, dass jede 
Masse m gerade in die Axe der drei Röhren zu liegen 
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt? 
so sind die Bedingungen erfüllt: r^^ + r^^ = AC^ und 
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r^^+r^^=^BG^. Es ist also nur noch ein Mechanismus noth- 
wendig, welcher gestattet, bei unveränderter Lage des 
Punktes G die Längen A C und BCzu ändern und umgekehrt 
bei Constanz dieser Längen den Punkt C zu verschieben. 
2.Theii- Dies kann so realisirt werden: Vor dem beschriebenen 

tnechaniamtis. 

Bleche befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu 
sich selbst verschiebbares in der Distanz x vom ersten 
Bleche. Am Scheibchen C ist eine in die Richtung des 
Schlitzes des Lineales AG fallende nicht ganz bis A rei- 
chende und eine zweite senkrecht zu den Blechen nach 
vorn zu liegende nicht ganz bis zum zweiten Bleche rei- 
chende sehr enge Röhre befestigt. Vom Scheibchen A geht 
eine dritte Röhre aus in der Richtung A (7, die in die erste 
etwas hineinragt. Vom zweiten Bleche aber eine vierte 
Röhre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die 
vierte Röhre ist am Bleche so befestigt, dass sie stets senk- 
recht dazu bleiben muss, sich aber beliebig parallel zu sich 
selbst verschieben kann. Durch alle vier Röhren geht ein 
biegsamer aber weder ausdehnsamer noch zusammenschieb- 
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibchen A befestigt 
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des 
zweiten Bleches zu liegen. Genau so ist das Scheibchen B 
mit einem hinter dem ersten Bleche in der Distanz y davon 
befindlichen dritten Bleche verbunden, x, y, x sind die 
Variablen, von denen jede nur einen Induktionscoefficienten 
ändert; a?, y ^Q einen Selbstinduktionscoefficienten; ver- 
ändert sich dagegen bei constantem x und y nur ^, so 
ändert sich bei Constanten Selbstinduktionscoefficienten nur 
der wechselseitige Induktionscoefficient. 

Sind alle drei Röhren in Drehung begriffen, so wirkt 
daher auch auf die Variable x nur die l\^ proportionale 
Kraft, auf die Variable y nur die l\^ proportionale, endlich 
auf % nur die dem Produkte l\ l\ proportionale Kraft. 
Auf X wirkt also keine Kraft, wenn sich nur das obere 
oder nur das untere Rohr dreht. 
Praktische 55. Dioso idealen Modelle gentigen vollständig unseren 

solcher Mo' Zweckcu; sic sollen ja bloss zur Veranschaulichung nicht 
zur experimentellen Prüfung der abgeleiteten Sätze dienen. 
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Fig. 12. 
Ä 
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Trotzdem wirkt auch hier mächtig der Drang nach realer 
Existenz. Es beschreibt Lord Ray leigh^) einen zu diesem 
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je- 
doch die Parameter nicht verändert werden können, was 
für uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwähnt auch 
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir 
leider unbekannt ist. Ich Hess zu gleichem Zwecke einen 
Apparat construiren, der wie ich glaube 
allen Anforderungen genügt. 

Ich beschreibe zunächst einen Apparat, 
welcher ein monocyklisches System darstellt. 
Eine cylindrische Röhre B^ Fig. 12, in der 
ein cylindrischer Stab A steckt, ist von 
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau- 
ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die 
Schrauben gehen durch passende Schlitze der 
Röhre. Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der 
Ring ist von einem beweglichen Hohlringe E um- 
schlossen und dieser von einer zweiten der 
ersten coaxialen Röhre F, Der Hohlring trägt 
zwei vis-ä-vis liegende kleine Zapfen w, die 
wieder durch passende Schlitze der äusseren 
Röhre F hindurchgehen. Ist die innere Röhre '^ 

fest und rotirt die äussere, so rotirt also der Hohlring mit, 
der massive, an der Stange befestigte nicht. Ohne die Ro- 
tation zu stören, können durch Aus- 
und Einschieben der Stange die Zapfen 
dabei auf- und abbewegt werden. Sie 
sollen deshalb die verschiebbaren Za- 
pfen heissen. 

Die äussere Röhre trägt noch zwei 
fixe Zapfen v. Je ein fixer und ein be- 
weglicher Zapfen aber tragen die bei- 
den vis-ä-vis liegenden Ecken (in Fig. 1 3 
wieder mit u und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das 
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein- 



HtfAt* MonO' 
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Fig. 13. 




*) Phys. Soc. of London Volum. 10, p. 434. November 1890. 
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gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die 
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Röhren- 
axe und auch zu einander und stehen um die Eohrdicke 
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je 
eine Masse m und m\ so dass also diese Massen ohne 
Störung der Rotation gehoben und gesenkt werden können. 
Dieser Apparat wurde nur ganz roh zur Erläuterung eines 
Bestandtheiles des Nachfolgenden ausgeführt, da die mit 
ihm auszuführenden Experimente nicht von Belang sind. 
Rtaiu Bi' 56. Wir brauchen nur drei derartige Apparate nach Art 

der Fig. 4 Art. 39 zu koppeln, so erhalten wir ein Bycikel, 
von dem Fig. 14 einen Durchschnitt und Fig. 15 eine per- 
spectivische Zeichnung zeigt. In Figur 14 ist, um Platz 
zu sparen, nur das mittlere Drittel gezeichnet. 

Das Stahlrohr B geht durch den ganzen Apparat und 
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei 
fixe darüber gesteckte kurze Rohrstücke O in drei gleiche 
Theile getheilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg- 
liches Messingrohr F. Die Reibung des obersten und un- 
tersten stellt die Kräfte W^ und W^ dar, wenn sie freilich 
auch ein anderes Gesetz befolgt. Zwischen dem mittleren 
dagegen und den beiden kurzen Rohrstücken, sowie zwischen 
dem später zu beschreibenden fixen und rotirenden Ring im 
Innern dieses Rohres sind behufs möglichster Verminderung 
der Reibung Friktionskugeln K eingefügt, wie sie bei den 
Fahrrädern der Byciklisten üblich sind, um doch in einer 
Hinsicht der Namensvetterschaft der beiden Vorrichtungen 
gerecht zu werden. Durch das Stahlrohr B geht ein Stab 
A, welcher mit drei über das Stahlrohr gesteckten auf- und 
abschiebbaren, aber nicht drehbaren Ringen G (in Fig. 14 
nur der mittlere sichtbar) verbunden ist. Zwischen jedem 
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S 
läuft je ein drehbarer Ring E, welcher den einen Befesti- 
gungspunkt u des Centrifugalregulators trägt. Der nicht 
drehbare Ring C und der Stift S zusammen entsprechen 
dem in Figur 12 mit C bezeichneten Ringe. Sonst be- 
zeichnen gleiche Buchstaben in Figur 12 und 14 auch ent- 
sprechende Bestandtheile. Der Stift S und die Verbindungs- 
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schraube zwischen A und G gehen natürlich durch einen 
passenden Schlitz des Rohres B, Der unterste drehbare 
Eing und der Zapfen v^ (um 90 Grad verdreht v^ der un- 
tersten beweglichen Röhre i^j tragen, ebenfalls genau wie 
in Figur 12 und 13, zwei Centrifugalregulatoren; ebenso 
oben. An dem Zapfen u (oder vl^ letzteres stellt eine 
um 90 Grad verdrehte 
Lage dar) des mittleren 
drehbaren Ringes E und 
V des mittleren beweg- 
lichen Rohres F aber ist 
anders beschafife- 



em 



a' 




ner Centrifugalregulator 
befestigt. Die Centri- 
fugalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt. 
Der mittlere derselben trägt viermal so grosse Massen und 
die Arme, welche die Massen tragen, sind senkrecht an den 
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siehe Figur 16, wo 
immer gleich punktirte Linien ein fest verbundenes System 
von Stangen darstellen.) Bei Annäherung der Zapfen 
nähern sich daher die Massen der Axe. Zapfen u geht 
natürlich durch einen Schlitz des Rohres F. Man sieht 
leicht, dass dieser Mechanismus so beschaffen ist, dass r^ 
abnimmt, wenn r^ und r^ wachsen, und zwar erfüllt er die 
Bedingung: 

'"'i + ^3^ = '^% + ^3^ = const. 
Durch Senken der centralen Stange wird rg, daher auch G 
vergrössert, ohne dass B und A sich ändern. Dies ent- 
spricht der Vermehrung des wechselseitigen Laduktions- 
coefficienten; also, wenn die obere und untere Röhre zwei 
Stromkreise darstellen, der Annäherung derselben. Auf 
zwei andere Antriebspunkte, durch welche die Selbstinduk- 
tionscoefficienten geändert werden könnten, wurde verzichtet. 
An der oberen und unteren Röhre ist je ein horizontales 
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Schrauben jp 
zwei Stangen F befestigt, welche je ein vertikales Zahnrad 
tragen. Die vertikalen Zahnräder greifen mit einer koni- 
schen Verzahnung in die beiden horizontalen Zahnräder ein. 
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Der einÜEU^hste derartige Fall ist der, dass wir uns an Stelle 
der früher betrachteten zwei, jetzt 9+1 Stromkreise 
denken nnd wieder annehmen, dass die Schwanknngen der 
Stromintensität so langsam vor sich gehen, dass in jedem 
einzelnen derselben zu jeder beliebigen Zeit die Stromdichte 
fUr jedes Längen- und Qnerschnittselement gleich voraus- 
gesetzt werden kann. Allein wir haben auch noch den 
allgemeineren Fall zu betrachten, dass die Stromintensität 
von Element zu Element wechselt. Es treten dann an Stelle 
der geschlossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente 
und /', l\, ^a . . . l'y sind die Stromintensitäten in den ver- 
schiedenen Elementen. 

a. ttypothtMt 61. Freilich kann streng genommen wieder in einem 

u.i duindtn einzigen Elemente unabhängig von allen anderen eine cy- 
thtitigtn *Mf kusche Bewegung dauernd nicht bestehen; nur verschwindend 
»iud^wu^it kurze Zeit ist die Elektricitätsbewegung in einem Strom- 
HrnJ^TZn demente unabhängig von den umgebenden Elementen möglich. 
fhungm ^iwS- Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricum annahmen, 
tvrworftn, j^^gg dasclbst durch kurze Zeit eine wesentlich gleiche Be- 
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter dauernd besteht, 
so wollen wir voraussetzen, dass auch bei rasch veränder- 
lichen Strömen die Bewegung in jedem Elemente noch den- 
selben Charakter hat, dass wir also auch auf sie die Glei- 
chungen anwenden können, die wir für geschlossene Ströme 
fanden. Genau genommen geht unsere Voraussetzung nur 
dahin, dass auch bei ihnen, wie bei geschlossenen Strömen^ 
in dem Ausdrucke für die lebendige Kraft das undiflfe- 
renziirte l nicht eingeht. Das über die langsam veränder- 
lichen Parameter A;, welche die Positionen der ponderablen 
Körper bestimmen, Gesagte gilt ja selbstverständlich jetzt 
ebenso wie früher, und andere Specialisirungen der allgemeinen 
Gleichungen der Mechanik haben wir bisher nicht eingeführt. 
Wir nehmen daher an, dass in den Stromelementen die 
gleichen, denselben Gleichungen unterworfenen Mechanismen 
thätig sind, wie in geschlossenen Strömen, wenn wir auch 
für einzelne Stromelemente den experimentellen Nachweis 
hierfUr nicht direkt liefern können, da in einem einzelnen 
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Elemente fiir sich ein andauernder Strom nicht erhalten 
werden kann. 

62. Natürlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehr 
raschen (den Hertz 'sehen) Schwingungen nicht möglicher- 
weise der Einfluss solcher das undifferenziirte l enthaltender, 
hier nicht berücksichtigter Glieder entdeckt werden könnte, 
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max- 
welTschen Theorie, dass sie zahlreiche derartige Fragen 
aufwirft, welche zu neuen Experimenten anregen. (Jeden- 
falls muss sich die Elektricitätsbewegung den hier abzu- 
leitenden Gleichungen nähern, wenn die Schwingungen nicht 
allzu rasch sind). 

63. Mögen nun durch die i' + 1 cyklischen Variablen AMf»trom. 
die Zustände ebenso vieler geschlossener Ströme oder Strom- 
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle i' + l 

auf einmal überblicken können. Wir wollen daher von 
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die 
Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeübt 
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrom 
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index 
beziehen. 

Alle übrigen sollen nur da sein, um das elektrische 
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be- 
findet und es soll gefragt werden, welche Wirkung das 
durch die übrigen Ströme definirte Feld gerade auf den 
ins Auge gefassten Aufstrom ausübt. 

64. Sei m* irgend eine Masse des Systems, welches ub. Kraft 
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit %,iceiJ! 
wieder: 

v^ = aH' + b\l\ + b\l\ . . + b\Vy, [i = 1, 2, 3 . . ;?) 

sei. Dann ist: 



= "^'^f n + m^aW {b^H\ + b^H\ + . . b\k) + M. 

if und N sollen Grössen sein, welche das V ohne Index 
nicht enthalten. Hiemach ist: 

4* 
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Wir wollen nun Torlänfig den Anfstrom, ^eichgoltig, 
ob wir nnn darunter einen geschlossenen Strom oder ein 
Htrornelement ror^tellen^ mit Sj die Doppelsnmme mit /(«), 
die einfache Summe mit Ä bezeichnen, also setzen: 

24) A ^ "2^*Wf ^W = S ^m*a*¥ul'k. 
n4) da»«: 

25) T=~n+l'J{s) + N 

wird. Für zwei Ströme ist l, l^, J{8) mit dem identisch, was 
dort mit /j, l^ und /'g G bezeichnet wurde. 

Wmfun hitugt 65, Die Grössc JCb) bezeichnen wir als das Moment 

*nn4t fikomti» UHweres Stromes 8 in dem gegebenen Felde. Diese Grösse 
iMt offenbar abhängig: 1. Von der Natur des Feldes, also 
dor Intensität und Lage sämmtlicher anderer Ströme. 2. Von 
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von 
der Stromintensität in demselben, da ja V vor das Summen- 
/olehon herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi- 
nition dos Begriffs des Momentes von der Stromintensität 
im Aufstromo vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist 
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische 
Ourvo aufzufassen. 
^Tm«g/r" ^^^ können in ein beliebiges Feld ein beliebiges Element 

mi.«iM««r< üiuer (yurve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter 

*<H#f (AlffiP. 1 .1 . .1-1 

wäre^ würde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment 
Kukommen, welches wir einfach das Moment dieses Gurven- 
oloniontos im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven- 
elemeiite kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment 
/.u und nach dem Späteren kommt daher auch jeder unge- 
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welches 
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist. 

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt, e, Erfah- 
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Richtung stnm hat 
hat. Um diese eindeutig zu definiren, müssen wir eine * tunl 
bestimmte Richtung im Stromleiter s als positiv annehmen. 

Je nachdem die Strömungsrichtung der positiven Elektricität 
mit derselben zusammenfällt oder ihr entgegengesetzt ist, 
ist dann V mit dem positiven oder negativen Zeichen zu 
versehen. 

Aendem wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte 
Richtung von s positiv wählen, so ändert sich daher nichts 
als das Zeichen von/'; daher bleiben auch in unseren Formeln 
alle Grössen unverändert; nur die Coefficienten o*, weiche 
mit der ersten Potenz von /' multiplicirt erscheinen, ändern 
ihr Zeichen, während alle Coefficienten b unverändert bleiben. 

Es folgt daraus, dass Ä und N unverändert bleiben, 
während J(«) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir wollen 
dies letztere symbolisch dadurch ausdrücken, dass wir 
schreiben: 

26) /(-*)= -/(s). 

Diese Gleichung folgt übrigens schon daraus, dass 
durch die blosse Uebereinkunft, die entgegengesetzte Richtung 
von s als positiv zu wählen, sich unmöglich der Werth der 
lebendigen Kraft T ändern kann. Da aber hierdurch im 
Ausdrucke 25) nur /' sein Zeichen ändert, so muss auch 
dessen Coefficient J{s) das Zeichen wechseln, während A 
und N ungeändert bleiben. 

67. Wir finden nun für die elektromotorische Kraft, EWctromoto- 

T«. A/»j 'Ia 11' T% Tische Kraft 

die m unserem Aulstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs- imAufttrom. 
hindemisse die Gegenkraft W ausüben nach Gleichung 8, 
Art. 36, den Werth: 

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver- 
änderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto- 
rische Bjraft L{s), welche zur Ueberwindung des Wider- 
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''*'ff/l^^ y^r%u/,:.,>^^jir> »'rr-i'^^tL. v^ iiÄ -iis HLisiae Glied da* 
hft.,ru *'.% ^ "f^T^ctjkT.tr. .i> r^5'^*ni3.:;er im As&traiiie in- 
/j/>/„f*>j t^..h'f[*f',u/r/,r,*/'u*', Kraä ar^ebt. Dies tritt em: 
(/ v^,f, /J,^: Hv^fr,;r/.^.*>üt im Anitröme sehr klein ist. 
\rA.uu i*t r t^'Sif kl^'n nnd da» erste Glied Tcrsdiwindet 
y,^y,i'U tS'AM xwt'Mjh, Wjj%ikaliM;h aasgedrückt: der Anfitrom 
M, HO *t/'iiWÄ/;h, dÄ«>Ä er «^lb«t nnr Terschwindend wenig zur 
(iUfirftUUuiniik (U*m Fahh^ beiträgt; diese nnd daher anch 
ilUt im Aufnironus inducirte elektromotorische Kraft rührt 
tttMi fmHHf'hlu'MHlU'M von den flbrigen Strömen des Feldes 
liiir, 2, \)iiMno,\h<i ^ilt aber auch, wenn der Anfstrom nur 
♦<lii VMrmliwiridMndor ^Phcjü des Feldes, also nur ein Strom- 
mImmmimI Ut, Dann ver«chwindet , auch wenn die Strom- 
liifniiNlUli (liu'in txslicsbi'K ist, eo ipso die von ihm erzeugte 
WlrluniK Kop(niiin)or dor durcli das ganze übrige Feld her- 
VMi'Kni'iirniihn und dor in Gleichung 28 angegebene Werth 
vnii /<(*) lltdorl dio ganze elektromotorische Kraft L in s. 
tIM, IIm(. /' In uudu'oren sich aneinander schliessenden 
TliPÜnn oinoK NtriMuhMtors denselben Werth, wie dies jeden- 
l\dU ti\ nluor goring(>n Zahl sich unmittelbar folgender 
1 4HUHonolonun\to doHHt>lhon Stromes angenommen werden 
Khuu^^» «0 \A olVouhur dit>(}osivmmtkraftL(-5*s), welche durch 
\\k\^ V\A\\ \\\ vv iuduoivt Nviixl« gleich der Summe ^L{s) der 
Kv4^rt\^ t \^\ vlio in dt^u tMuiohuni Stromleitern wirken. Ist 
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J{s) das Moment eines solchen Theiles, J{2s) das Moment 
des Inbegriflfs aller Theile, so hat man: 

daher, da man jedenfalls annehmen kann, dass für ^=—00, 
/(s) = J(28) = ist: 

29) J{28) = 2J{s). 

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist 
also die Summe der Momente der einzelnen Theile. 

Ist J[ds) das Moment eines Elementes ds und theilt man jfdsjutpro- 
dies noch in mehrere (w) kleinere gleich lange und gleich- 
beschaffene Elemente da, so kann das Moment jedes da 
gleich angenommen werden. Es ist also J{ds) = nJ[da\ 
d. h. es ist J[ds) proportional der Länge ds, daher: 

J{ds) = Eds, 
wobei E eine endliche Grösse ist. Dies folgt übrigens auch 
schon daraus, dass nach Gleichung 29 das Moment eines j(%)^sjd9, 

-11. 1 AN. J als Linien^- 

endlichen ötromes: integral. 

30) J{8) =fJ{ds) 

ist, wobei das Integral über alle Stromelemente zu erstrecken 
ist, was nur unter der Bedingung, dass E im Allgemeinen 
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert. 

69. Sei k irgend ein Parameter, welcher theils die Ponderomo- 
Position des Aufstroms, theils aber auch die solcher Körper l^de« Itf- 
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung *''*°'"' 
übergreift. Natürlich wird möglicherweise auch noch die 
Lage anderer Ströme des Feldes durch diesen Parameter 
bestimmt sein. 

Die Kraft K, welche auf k von aussen wirken muss, 
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus- 
gedrückten Weise langsam veränderlich zu erhalten, ist dann 
nach Gleichung 6, Art. 31: 

dk" 2 dk dk dk ' 

Hier rührt das erste Glied von der Wirkung des Auf- 
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die 
auf die übrigen Ströme des Feldes ausgeübt wird. Die 
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Wirkung des Feldes auf den Aufstrom , welche wir jetzt 
einzig and allein betrachten und mit K{8) bezeichnen, ist 
daher lediglich dnrch das zweite Glied bestimmt. 

Ist die Stromintensität V im An&trome sehr klein oder 
der Anfstrom nur ein unendlich kleines, daher verschwin- 
dendes ESement des ganzes Feldes, so verschwindet das 
erste Olied. Es ist also dann die gesammte ponderomo- 
torische Kraft, welche in Folge der Wirkung auf unseren 
Aufstrom auf den Parameter k wirkt: 

31) K{s) = -V^- 

Wenn sich alle Parameter k um Sk ändern, ist daher die 
gesammte Arbeit der ponderomotorischen Kräfte 

32) 2^W 5ä = - 2^' ^T ** = - ^' *^W- 

Da alle Ströme in einander greifen und das Zusammen- 
wirken aller erst den Zustand des Feldes bestimmt, so lässt 
sich eigentlich nicht scharf unterscheiden, welcher Theil der 
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem einen, 
welcher von dem anderen Strome herrührt, falls durch den 
Parameter k die Positionen mehrerer Strome gleichzeitig 
bestimmt sind, allein wir wissen, dass, wenn wir den 
Ausdruck 31 ftb: jedes Stromelement des Feldes bilden 
(wo das fiüher besprochene erste Glied verschwindet) 
und dann alle so gewonnenen Ausdrücke K{8) addiren, wir 
sicher die auf k wirkende Gesammtkraft richtig erhalten. 
In diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den- 
jenigen Theil der Gesammtkraft betrachten, welcher von 
unserem Strome geliefert wird. Daraus folgt natürlich wieder : 
K{2:8) = 2!K{8) und /(^ä) = ^J(«). 
xuMroUne' 70. Glcichcs gilt vou der gesammten lebendigen Kraft 

gie dti Auf' oder, wic wir deutlicher sagen, von der elektrokinetischen 
#rom#. Energie des Systems; dieselbe ist: 

^ " 2 dV'^ 2 dl\ "^ 2 dl\'^ 
Wir erhalten daher jedenfalls wieder die gesammte 
elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck: 

2 ar "" 2 * 
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für jeden der Ströme resp. jedes der Stromelemente des 
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdrücke zum Schlüsse 
addiren. Wir können jedem der Ströme gerade diese elek- 
trokinetische Energie V k:2 zuschreiben und wollen dies 
den Betrag nennen, welchen gerade dieser Strom zur elek- 
trokinetischen Energie beiträgt, und mit T{s) bezeichnen. 

Dies ist freiüch wieder in gewisser Beziehung will- 
kürlich, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das 
Zusammenwirken aller Ströme entsteht. Es lässt sich also 
nicht strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne 
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher: wenn 
wir jedem Theile diese elektrokinetische Energie T{s) zu- 
schreiben und dann die allen zugeschriebene elektrokine- 
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige 
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also: 

Ist wieder entweder V sehr klein oder zählen wir die 
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass s ein ein- 
zelnes Element bedeutet, welches für sich allein jedenfalls 
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes 
beitragen kann, so verschwindet das erste Glied und es bleibt: 

33) T{8)^^-J{s). 



Achte Vorlesung. 

Eigenschaften des Momentes. Stokes' Satz. 



71. Sei das Moment irgend einer geschlossenen Curve s j au wm- 
zu bestimmen , wobei natürlich eine ümkreisungsrichtung fc^^^^j, 
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken 
uns eine beliebige ebene oder gekrümmte Fläche 0, deren 
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fläche 
in unendlich viele unendlich kleine Flächenelemente dx. 
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Da jede im Felde liegende Gurve ein Moment hat, so muss 
auch die Contur jedes Flächenelementes dx ein bestimmtes 
Moment haben, welches wir mit J{dx) bezeichnen wollen, 
wobei natürlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um- 
kreist werden muss. e/(<f>) oder fJ(dx) sei die Summe der 
Momente aller dieser in die Curve s eingezeichneten kleinen 
Conturen. Nach Gleichung 30 kann man aber die Con- 
tur jedes Flächenelementes dx wieder in sehr viele Linien- 
elemente zerlegen und nach Gleichung 
Fig- l*^- 26 heben sich in der Summe fJ(dx) die 

Momente aller im Innern der Curve s lie- 
genden Linienelemente auf, da jedes 
derselben einmal in dem einen, das an- 
dere Mal im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen wird; die Elemente aber, 
welche in der Contur der Fläche lie- 
gen, liefern zusammen J{8). (S. Fig. 17.) 
Es lässt sich also /(«), ebenso gut, 
wie durch das Linienintegral fJ{ds), auch durch ein Flä- 
chenintegral darstellen. Es ist: 
34) J{8) = /J{dx), 

woraus selbstverständlich folgt, dass J{dx) unendlich klein 
wie dx, also von der Form E'dx sein muss, wobei E' 
endlich ist, obwohl es, wenn als Linienintegral dargestellt, 
in der Form eines Integrals erscheint, das über eine Curve 
erstreckt ist, deren Länge klein von der Ordnung ds ist. 

Wenn J{s) als ein über die Fläche erstrecktes 
Flächenintegral fE' dx ausgedrückt erscheint, soll es immer 
mit e/{0) bezeichnet werden, ein. Werth, welcher natürlich 
alle Mal nur von der Contur der Fläche und dem 
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von 
der übrigen Gestalt der Fläche abhängt. 
componenten 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie 

des Momente» . « . • i t 

j. (Come- im vorigen Abschnitte, beziehen sie auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele 
Curvenelemente ds. Jedes derselben ersetzen wir durch 
eine geradgebrochene Linie, deren drei Stücke dx, dy, 
dz parallel den drei Coordinatenaxen sind, während der An- 




73.] Momentenvektor. 59 

fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem 
Anfangspunkte und Endpunkte von ds zusammenfällt. (In 
Fig. 18 flir einen in einer der Coordinaten-Ebenen liegenden 
Strom gezeichnet). Den Inbegriff aller dx, dy und dx 
nennen wir die geradgebrochene Li- 
nie s'. Sei 8 die Contur einer ^^' 1?' 
Fläche 0, «' die einer anderen 
Fläche 0', welche sonst überall mit 
zusammenfallen, nur am Rande 
entsprechend der dort zu erfüllen- 
den Bedingung unendlich wenig ab- 
weichen soll. Es ist also dann: 
J{s) = J(0), J{s') = J(0')- 

Nun weichen aber die beiden 
Flächen <f> und 0' nur in Flächenelementen von einander 
ab, deren Summe einen unendlich kleinen Flächeninhalt 
liefert. Das Moment der unendlich kleinen Curven, die 
aus den vier Elementen ds, dx, dy, dz bestehen, muss nach 
dem Bewiesenen unendlich klein, wie der davon umschlos- 
sene Flächenraum sein ; daher muss auch das Moment der 
Gesammtfläche , um welche und 0' verschieden sind, 
unendlich klein sein und der Unterschied zwischen J{0) 
und J(0') verschwinden. Geht man daher zu wirklichen 
Differenzialen über, so wird J{0) = /(0') und daher auch 
J{s) = J{sy 

Bei Berechnung des Momentes kann also jedes Linien- 
element ds ersetzt werden durch seine drei Projectionen 
dx, dy, dz auf die drei Coordinatenaxen. 

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdx, Ody, 
Hdz, so ist also: 

35) J[d8) = Fdx + Ody + Hdz. 

73. Da das Moment nur von der Natur des Feldes Momenten- 
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abhängt, so können 
F, O, H überhaupt nur mehr von der Natur des Feldes 
und der Lage des Punktes abhängen, durch welche das 
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte 
des Feldes aus eine Gerade 31 ziehen, deren Projectionen 
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[74. 75. 



»fftUm mit 



auf die drei Coordinatenaxen gleich den Werthen von Fy 
G and H in dem betreffenden Punkte sind. Diese Gerade 
nennen wir den Momentenvector des betreffenden Punktes 
und das Moment eines durch diesen Punkt gezogenen Linien- 
elementes ds ist dann nach Formel 35: 

36) J{ds) = fids cos {% ds). 

74. Es soll jetzt speciell s die Contour eines unendlich 
kleinen Flachenelementes dx sein und J{dx) nach Formel 30 
MÜ^ und 35 berechnet werden. Damit keine Zweideutigkeit in 
kemdrdmmgj, dcr Bestimmung der Umlaufsrichtung eintrete , soll unser 
Coordinatensystem so gewählt werden, dass die positive 
y-Axe durch eine solche Drehung auf kürzestem Wege in 
die Lage der positiven z-Axe übergeht, wie sie eine ge- 
wöhnliche rechtsläufige in der positiven X-Richtung in einer 
fixen Mutter fortschreitende Schraube macht, also fiir ein 
auf der positiven X-Seite befindliches Auge dem Sinne des 

Uhrzeigers entgegen.^) 
^- 1^- Dasselbe soll für die 

beiden anderen Coordi- 
natenaxen gelten, wenn 
Xj y und x cyklisch ver- 
tauscht werden. Man 
erhält ein solches Co- 
ordinatensystem, wenn 
man die positive X- Axe 
nach vom, die positive 
F-Axe nach rechts, die 
positive Z-Axe nach 
oben zieht. 
stokaT Sau 75. Liegt zunächst 

in der Xbene. • " 

das Flächenelement dx in der x^- Ebene Fig. 19, wo die 
;i^-Axe gegen den Beschauer hingerichtet zu denken ist, so 




^) Maxwell schlSgt- (treat on el. vol. I art. 22) vor, dies ein 
Weincoordinatensystem zu nennen, da sich die Weinranke im selben 
Sinne windet, wenn die positive Coordinatenaxe die aufsteigende 
Stange ist. Das entgegengesetzte heisst dann „Hopfencoordinaten- 
System." 
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reducirt sich J{dx) auf /{Fdx) + Ody), was über die Contur 
von dx, die krumme Linie der Fig. 19 zu erstrecken ist. 

Sei Xq der kleinste Werth von a;, welcher einem Punkte R 
dieser Contour zukommt, x^ der grösste der dem Punkte S 
zukommen soll, x und x + dx seien zwei beliebige Werthe 
von X, von denen der erste den beiden Punkten Ä und D, 
der letzte den beiden Punkten B und G der Contur zu- 
kommt. Dann ist: 

{wdx = ^Fdx - Jpdx , 

BAB8 BDC8 

wobei F irgend einen Werth des F in dem oberen Theile 
der Contur bezeichnet. Fassen wir das auf das Längen- 
differenziale AB bezügliche Element des ersten Integrales 
mit dem auf das Längendifferenzial D G des zweiten bezüg- 
lichen zusammen und ebenso das auf jedes LängendiflFerenzial 
bezügliche Element des ersten Integrals mit demjenigen 
Elemente des zweiten Integrals , das sich auf das vertikal 
darüber liegende Längendifferenzial bezieht, so wird: 



—1 
jFdx = f{F - r) dx. 



Wird die Ordinatendifferenz je zweier vertikal über- 
einander liegender Längendifferenziale mit rj bezeichnet, 
so ist: 

Da aber die ganze Contur nur unendlich klein ist, 
so kannöi^: dy für jeden Punkt derselben constant betrach- 
tet und vor das Integralzeichen gesetzt werden. Da ferner: 

frjdx gleich dem Inhalte dx der von der Contur um- 

schlossenen Fläche ist, so hat man: 



/ 



Fdx = — -5- dx. 
dy 



Genau ebenso findet man: 



fady^+^dx, 






'» ^»r 



r^ 






!--::*• n t 



'^f,^. ^/»/'; * ^,^^Kx:,%\:jg '<*-:. ^ Ax**«r'i»*m SQiLe& die drei 
rr'vr» j//».*» '<nr> Oy>r-:.r.Ar>^:uiXrrti r^Äülber den drei ahen 
/'//TF^/v^r,* *^,r». '"Ki^ v>..ifti wi^eÄa- Weiixoonliittlai sem.) 
^4f -Wr^yjrf^ 31 ^J'T V^kV/r, #if?**^*k Compoüenten Fj Gy H sind, 

ffl^dr, f fJ»^ly ♦ /W*; ^ /-rf*« cos {«,^*) = /"(^rfl + Wdn), 

WMtff ii/j/J V Ath O/mpOBenten des Vektors 8 nach der 
hi^m*ii %' \u\i\ y'KxH nmA, Letzterer Werth ist aber nach 
iU*m *^iß^im howi«H^jficn gleich: 



UM) 



dx 






P^Miinr liiii nmti bokanntlich, wejjin die Cosinus der 
Wliihnl Ji< «wninr Ooordinatenaxen nach dem beistehenden 
Hi'liMiiiM lin/.nli"hiiri wordon: 



X «' • ,-?' • r' ' 



.•v 



>- 



^ - ,v > 4 ,n\^ i j M. V « « F + ^ (? + T-'Ä 






V^> 
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Substituirt man dies in den Ausdruck 38 , so fällt 
dFidx, dOidy und dHidz ganz heraus, die Grösse: 

dG dF 

dx dy 

erscheint mit (a/9' —ccß) dx = y"dx = dv ^) multiplicirt, wobei 
dXy dfjL, dv die Projectionen von dx auf die drei Coordi- 
natenebenen sind. Fällt die ümkreisungsrichtung von dx, 
sobald es um einen spitzen Winkel in die t/^-Ebene gedreht 
wird, mit derjenigen Drehung um zusammen, welche die 
positive y-Axe auf kürzestem Wege in die positive z-Axe 
überführt, ist also y" positiv, so ist auch dv positiv, sonst veetor, com- 
negativ zu bezeichnen. Da die übrigen Glieder des Ausdrucks Guichungm 
38 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach- tuch^^- 
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich: 

39) / "^^^^ ^ "^^^^^ ^ ^^-^^^ +(^dy + Hdx) 

1 = ad). + hd^i + odv = ^dx cos (95, w) , wobei: 

"^ dy dx ^ ~ dx dx ^ ~~ dx dy 

aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com- 
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen. 
Die Gleichungen selbst sollen die Gleichungen der magne- 
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung 
die Stokes'schen. (Das Wort Influenz wäre freilich im Ge- 
gensatz zur faradischen Induktion passender.) 95 ist der 
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei 
Coordinatenaxen gleich a, b, c sind. Die nach derselben Seite, 
wie früher Of gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit n 
bezeichnet. Umschliesst s eine endliche Fläche, so wissen 
wir bereits, dass /(«) die Summe aller J{dx) Flächenelemente 
derselben ist, also: 

( J{s) = f{Fdx + Gdy + Hdx) = /J{dx) 
^ I =f{adl + hdyL + cdv) =f^dx cos (95, n). 

Will man diese Gleichung lieber rein geometrisch, aus 
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man 
construire ein unendlich kleines Tetraeder, von dessen Kan- 
ten drei, die sich in der Spitze treffen, den drei Coordi- 



^) Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik 3. Aufl. S. 41 u. 42. 
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natenaxen parallel sind; die gegenüberfiegende Flache des 
Tetraeders sei dx^ die anderen drei Seitenflachen di, d^ 
dp, Man sieht sofort, dass/(^jr) = J{dl) + J{d^) + /(<fy)ist, 
da sich in der letzten Sanune die Integrale über die in 
znsanunenstossenden Tetraedeiiuuiten anfheben. Berechnet 
man J{dX)y J{dfi) und J{dw) nadi Formel 37, so hat man 
sofort die Formel 39) f&r das Tetraeder. Man kann aber 

jede Ton ii^end einer Cnrre s nrnschlossene 
Fläche in lanter Dreiecke zerlegen, welche 
die Eigenschaften des obigen Dreiecks dx 
haben (Fig. 20). Man lege nnendlich Tide 
Ebenen in unendlich kleinen Abstanden pa- 
rallel dera;^-Ebene. Diese sollen die Flache 
der Beihe nach in den Gorven C^y C^j 
G^ . . . schneiden. Durch einen Punkt P^ 
auf C^ lege man zwei Ebenen parallel der xx^ 
und ^;i^- Ebene; diese schneiden im Ver- 
eine mit der Curve (7^ ein Dreieck aus der 
Fläche 8 aus; sie sollen die Curve Cj in P^ und Pj schneiden. 
Man legt dann wieder durch P, eine der yz-, durch P^ eine 
der 2;;t-Ebene parallele Ebene ; schneiden diese die Curve C^ 
in P^ und P^, so legt man wieder durch P^ eine der xx-y durch 
P5 eine der ^;t;-Ebene parallele Ebene u. s. f. So wird die 
Fläche <P in lauter Dreiecke von der gewünschten Form zer- 
legt und man erhält auch die Gleichung 41. 

Will man hinwiederum die Gleichung 39 ohne den 
Umweg über die Gleichung 37 ableiten, so lege man dx 
80 im Baume, dass die im oben definirten Sinne dazu ge- 
zogene Normale n mit den drei positiven Coordinatenaxen 
spitze Winkel bildet (Fig. 21). Man zeichne auch die Pro- 
jectionen dv und dX von dx auf die xy- und ya>-Ebene; 
endlich lasse man eine Ebene E parallel der x^Ebene fort- 
wondorn; ihre y-Coordinate sei yo, wenn sie die Contur 
von dx zum ersten Male berührt, y^ wenn ihr Durchschnitt 
mit der Contur wieder aufhört; in zwei Zwischenlagen, die 
einander unendlich benachbart sind, aber habe sie die 
y-Coordinaten y und y + dy. Wir nennen daher diese Lagen 
kuri die Lagen y und y + dy. Die Ebene E schneide in 
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Stokes' Satz. 
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der Lage y die Contur yon dx in den Punkten Ä und B. 
Es ist nun: 



Vi 



jGdy^f{OB-QA)dy. 



Vo 



Habe Ä die Coordinaten x, y, z dagegen B die Coordinaten 

^ + l> y> ^ "" f ; 80 ist also: 



ös = ö^+i^-?'^ 



Vi 



dx 

Vi 



dx 



daher: 



f0äy = '^fiäy-'^fCäy = 



dp — _- dl, 

dx dx 



y« 



Vo 



Da fHdx und fFdx durch cyklische Vertauschung gewonnen 
werden, so ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For- 
meln 39 und 41 

gelten mit unverän- ^S- 21. 

dertem Zeichen für 
Hopfencoordinaten , 
wenn in denselben 
die Hopfendrehung 
als positive Drehung 
gewählt wird , d. h. 
also die Drehung 
von der positiven x- 
Axe auf kürzestem 
Wege gegen die posi- 
tive y-Axe (also von 
der positiven ^Axe ^y 
gesehen im Sinne 
des Uhrzeigers ; ent- 
gegen einer gewöhn- 
lichen Schraube, die 
in einer fixen Mut- 
ter in Richtung der wachsenden z fortschreitet). Natürlich 
muss dann auch die Normale n so gelegt werden, dass, 
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdboden wäre, die 
Drehung der Hopfenranke die gewählte Umkreisungsrichtung 
von dx wäre. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger 

Boltzmann, Vorlesungen. 5 
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Achte Vorlesung. 



[77 



Solenoide. 



Münchener Art, hier unter Verschmähung des Hopfens stets 
an den Wein halten. 

Ich bemerke noch, dass unsere Beweise rein geome- 
trische waren, dass also in Gemässheit der Gleichungen 39 
und 41 die Relation: 



42) 



f{Fdx + Ody + Hdx) ^fdx [(II - II) cos {nx) 
, (dF dH\ , , , (dG dF\ , vi 



Fig. 22. 



m 

stets besteht, wenn F, O, H beliebige Funktionen von x, 
y, cn, femer dx ein beliebiges Flächenelement und n seine 
Normale ist und die Integration für Weincoordinaten wein-, 
für Hopfencoordinaten hopfenwendig über die Contur von dx 
erstreckt wird. 

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell' sehe 
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden 
von MaxwelTs Wege abweiche. Dieser betrachtet nämlich 

nun sogleich den Magnetismus, wo- 
durch es den Anschein gewinnt, als 
ob derselbe als ein von der Mektri- 
cität verschiedenes Agens betrach- 
tet würde. Um jeden derartigen 
Schein zu vermeiden, woUen wir 
dagegen zunächst bloss von Sole- 
noiden sprechen. 

Wir dachten uns bisher die 
kleinen Ströme dx so angeordnet, 
dass sie mit ihren Conturen an- 
einanderstossen. Wir wollen jetzt 
eine andere, die perlschnur-, rosen- 
kranzartige oder solenoide Anord- 
nung derselben betrachten. Sei eine 
beliebige Curve SN Fig, 22 durch 
beliebig viele äquidistante Punkte 
(Ä, B, C), von denen v auf die 
Längeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS = ÄB 
= BC... = l:v getheilt. Eine gleiche Zahl congruenter 
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Scheibchen von sehr kleinem (nicht vielleicht gerade unend- 
lich kleinem) Flächeninhalte dx werde so angeordnet, dass alle 
senkrecht zur Curve und ihre Schwerpunkte in A, B, (7... 
liegen. Die Contur eines jeden Scheibchens werde von einem 
elektrischen Strome von der (für jedes Scheibchen gleichen) 
Intensität l's durchflössen, und zwar wein wendig, d. h. da 
wir uns die Curve SN (und ebenso ihre Längenelemente 
dS) von S gegen N gerichtet denken, dem Sinne des Uhr- 
zeigers entgegen, wenn das Auge vom Punkte N auf die 
Scheibchen blickt. 

Das ganze System heisse das Solenoid S, welcher Buch- 
stabe zugleich die Länge der Mittellinie SN des Solenoides 
bezeichnet. Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge- 
gebenen elektrischen Felde , so ist das Moment des Stromes, 
welcher ein Scheibchen umkreist nach Formel 39 d. vor. Art. : 

J[dx) = dx[a cos{d S, x) + bcos{dSj y) + c cos {dS, z)]. 
Bezeichnet man die Projectionen des Elementes dS der 
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dx, dy, dx, 
so ist wegen dS = 1 :v 

J{dx) = vdx{adx + bdy + cdx). 
Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleichung 29 
Art. 68: 

43) J{S) = vdxf{adx + bdy + cdx), 

wobei die Integration von dem Anfangspunkte S bis zum 
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass a, b, c bloss von 
der Beschaffenheit des Feldes, in welchem sich das Sole- 
noid befindet, dagegen die übrigen Grössen bloss von der 
Beschaffenheit des Solenoides abhängen, bis auf J, worin 
beiderlei Grössen gemischt vorkommen. Setzen wir: 

44) J\adx + bdy + cdx) = qp, 
also: 

45) a = |^, 6 = |^,c = ^, 
' ox^ dy ax^ 

so wird auch cp bloss von der Natur des Feldes, dem an- 
genommenen Anfangswerthe und, wenn es kein vollständiges 
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abhängen. 
Es ist dann einfach: J{S) = v(pdx. 

5* 
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^^„.f^ 76. Muhiplicirt mui diesen Audnck aut —/'^ md dife- 

reiitirt p«rtit>Il lui^'li den OiordiikStaB. wckke Gesljlt md 
Laiee der Mittriliriie des Sofe&aides botbnBeD, so oUlt 
ttuutt u^'b Gkdcbimg 31 Art 99 die pondtioiitorifldica 
Krii/te ^ velcbe isi gegebenen Felde aaf das SdeBoid irir- 
keiL Wir iftebnien onii jds diircb die EAkrmog ^tgAea 
^ju, d^«»% kuf geMrbl'^sene SoleiMttde, d. h. aaf sddhe, ftr 
uelcbe die beiden Punkte 3r und 5 ziisuBaMD£üle&, in 
^inew bomogeuen Ifediom nienuds dne Eiaft wiikt, iroin 
<;ie Strome des Feldes nicht durch die Scfaeibcfaen des So- 
l^amAdisH hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle 
Dififrentialqootienten t<mi ^ nach alloi, Gestalt nnd Lage 
der Mittellinie bestinunenden Variabeln Xnll sind; dass ^ 
ftr ein gef»chlosf>enes Soloioid eine Ton Gestalt und Lage 
der Mittellinie Tollkommoi unabhängige C^mstante ist. 

Wenn die Mittellinie des Sol^ioids nicht Ton den dem 
Felde angehörigen elektrischen Strömen umschlossen wird, 
m mnss diese Constante gleich Null sein. Denn dann kann 
das Holenoid, ohne Ströme des Feldes zu durchkreuzen, in 
unendliche Entfernung gebracht werden« Wir nehmen aber 
an , dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel- 
des aufhört, dass also dort J, welches ja nach seiner De- 
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid 
misst und nur Glieder enthält, die von dem Zusammen- 
wirken beider abhängen, Null ist Wäre das Solenoid ganz 
in einer von Elektricität durchströmten Schale eingeschlossen, 
so könnte ohne erhebliche Störung des Feldes in diese immer 
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches 
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid 
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden 
könnte. 

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem 
oder mehreren Strömen des Feldes umschlossen, so kann 
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in 
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht q) 
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con- 
Htant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig ändert, 
so lange nur keiner der Ströme des Feldes durchkreuzt wird. 
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Daraus folgt nach bekannten Sätzen der Theorie der 
Differentialausdrücke, die besonders in der Theorie com- 
plexer Funktionen Anwendung finden, dass dtp in jedem 
Räume, der nicht von den elektrischen Strömen des Feldes 
durchsetzt wird, ein vollständiges Differentiale ist und qp 
selbst eindeutig bleibt, solange nicht durch den Integra- 
tionsweg Strome des Feldes umfasst werden. 

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden fff^^i^ 
also bloss Kräfte vorhanden sein, welche auf seinen An- »o^- 
fangspunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Ya- 
riabeln, welche bloss den Verlauf der Mittellinie zwischen 
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Kräfte 
wirken. Bezeichnen wir den Werth von q> für den Punkt 
N mit keinei^i Index , den für den Punkt S aber mit einem 
Striche, so wird nach Gleichung 43 für ein homogenes 
Medium: 

J{S) = vdx{(p—(py 
Sind X, y, % die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die 
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden 
Kraft und setzt man das Produkt 

46) vV gdx = m, 
so findet man also: 

47) X=-m^, r=-m|5?, Z=-.m^, 
'' da?' dy' b%^ 

oder nach den Gleichungen 45: 

48) X= — ma, F= — mh, Z= — mc. 
Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus- 
drücke gelten fiir das andere Ende S des Solenoides. 

Wir können jetzt N als den Nordpol des Solenoides 
und m als die Intensität dieses Nordpols bezeichnen. Es 
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt 
gedacht werden müsste , um die Wirkung des Solenoids zu 
ersetzen. Eine gleiche Menge Südmagnetismus müsste na- 
türlich in S concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl 
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole- 
noide, für welche m und die Lage der beiden Enden die- 
selbe ist, verhalten sich in allen ihren Wirkungen voll- 
kommen gleich. 
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Achte Yorlesong. 
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8. Erfdk- 

rungnatt. 

Biot-Savarft 

UUveraueh. 



80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von 
elektrischen Strömen umschlossen wird, also (p mehrdentig 
ist, bedarf einer näheren Erläntenmg. Wir denken uns 
da zunächst einen unendlichen geradlinigen Strom (Fig. 23) 
AB Ton der Intensität V nnd der Richtung von Ä gegen 
B und in der Entfernung r davon den Nordpol N eines 

Solenoides von der Intensi- 
tät m, während sich der 
Südpol des Solenoides in 
so grosser Entfernung be- 
findet, dass er keine be- 
merkbare Einwirkung er- 
fahrt. 

Wir nehmen als durch 
die Erfahrung gegeben an, 
dass die Kraft F, welche 
ein solcher Strom auf den 
Solenoidpol ausübt, erstens 
der Intensität des Stromes V, 
zweitens der Intensität m des 
Solenoidpols proportional, 
drittens der Entfernung beider r verkehrt proportional ist und 
viertens auf der Ebene ^^JV senkrecht steht und ihrem Sinne 
nach durch die bekannte Ampfere'sche Schwimmerregel de- 
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. h. wenn das 
Auge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um 
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Biot 
und Savart (freilich für einen Magnetpol) experimentell ge- 
prüft. Wir setzen daher, um mit Maxwell 's Bezeichnung 
der Constante in Einklang zu bleiben: 

P= 2fAmV :r. 
Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet 
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenoidpol eine 
beliebige geschlossene Curve NQRTJ Fig. 23 beschreibt. 
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q' dessen Projection 
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Punkt O 
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N'T ±_ ON'» 
Dann hat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die 
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge- 
leistet wird: 

Beschreibt daher N eine geschlossene Curve, so ist die 
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst, 
dagegen 4nfAml\ wenn sie den Strom einmal weinwendig 
umschlingt. Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit 
ist, welche bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige 
Kraft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang- 
samenden Aussenkräfte verwandelt, also der Energie des 
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder 
nachgeliefert wird, die den Gegeninduktionsstrom in AB 
aufheben muss. 



Ifeunte Vorlesung. 

Elektrische Ströme in Körpern, 



81. Wir gehen nun wieder zur Betrachtung eines völlig strönamg im 
neuen Falles über. Wir setzten bisher immer nur lineare 
Stromfäden voraus. Wir wissen aber, dass auch räumliche 
dreidimensionale Körper von Elektricität durchströmt wer- 
den können; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch 
realisirbare Fall ist, der sich dem eines linearen Strom- 
fadens nur mehr oder minder nähern kann. 

In einem solchen räumlich ausgedehnten, von Mektri- ». Erfahr- 
cität durchströmten Körper hat aber die elektrische Strö- strifme in 
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder ehenfaus ge- 
diese noch die Intensität der Strömung ändert sich sprung- 
weise (höchstens mit Ausnahme verschwindend weniger 
Stellen), so dass wir für alle unmittelbar benachbarten 
Punkte Stromrichtung und Intensität im Allgemeinen gleich 
voraussetzen können. Wir können uns die Sache dann immer 
so denken, als ob der Körper von unendlich vielen unend- 
lich dicht aneinander liegenden Stromfäden durchzogen 
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wnri^.f 4^en y^Aar die frilwr emzeliim Scnrnfiden 

Wir tf^tm dorch enieo Punkt P des Körpers ein un- 
midlkh kMtu^ FUkbenelement dg Fig. 24 senkrecht za 
d^f Htff/mtkdMi^ Mdq fiel die Zahl der Stromfiden , welche 
dorch ^7 hindurchgehen , V die Stromintenrit&t in einem 

einzehien derselben. Wir können 
^ ^^' also M als die Zahl der Stromfaden 

bezeichnen y die dnrch die Einheit 
des Querschnittes normal hindurch- 
gehen, oder besser gesagt, hindurch- 
gehen würden, wenn der Strömungs- 
zustand, der gerade im Punkte P 
herrscht, in einem endlichen Theile 
des Körpers gleichmässig herrschen 
würde. Das Produkt MV nennen 
*hrtm.i«.'A*<(r. wir (lin Stromdichtigkeit im Punkte P. Da wir uns den 
nloktrinoiion Strom nicht nothwendig als Strom eines 
Kluidums denken, wollen wir es noch als eine beson- 
4 W¥M^w. d^^i'o HypothoHO auffassen, dass mehrere unendlich nahe 
'^li^r T' P^'*^"^'^^ ströme einem einzigen äquivalent sind, dessen 
m-ü^y tniotiditiit gleich der Summe ihrer Intensitäten ist. Freilich 
wllr<> ohne diese Hypothese die Aufetellung von Formeln 
(\lr räumliche Ströme kaum möglich. Theilt sich dann ein 
ttütiohi^l von Stronif&den, die anfismgs unendlich nahe waren, 
in KWt>i gtotrennte BOscheK so haben wir den Vorgang der 

8i. Wir d<uikt^n uns nun einen Solenoidpol an die be- 
tivA^udf^ St<^Uo gt'bracht und berechnen nach zwei Methoden 
di<^ Arb^Ml As WT^chi* derselbe leistete wenn er eine beliebige 
ttn<^U\ihoh klt^int^« in einer Ebene liegende« durch d«i Punkt 
r J^^hond<^ j^Niohlos^nte Ounv m in einer bestimmtm Um- 
kt>^iiswn,c^Hohlwnjr durchlauft* Durch Gleiehselz«Qg beider 
W^>iW x\\n «I ^V'winti^iU wir d^nn drei Gleichngen. 

W ArKnt s >*vVh^ Koi dor Bewegung dmvi dn Llagcii- 
^^i'^^^Vt'^t^t A /r ^^t l>ftn>r i^^is^t^ wird, i$t nach Fctfinei 3S AtLCS : 

>fc\s>vN: ^^."^ ^^>^ \>r&r>v^^r3c:r*c i^t* wev-jjf aas Mc««at d» 
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Feldes J{S) auf das Solenoid erfährt, wenn der Pol die 
Strecke d<T zurücklegt. Wir denken uns nun im Körper 
einen den Punkt P umschliessenden Cylinder Z construirt 
(Fig. 24), der zwar auch unendlich klein, aber unendlich 
gross gegenüber der Curve <t ist. Seine Axe soll die Länge 
ds haben und parallel den Stromfäden sein, äs soll sehr 
gross gegenüber den Querdimensionen des Cylinders und 
diese wieder sehr gross gegenüber der Curve a sein. 

Wir theilen Ä in zwei Summanden B und C; B soll 
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten, die von 
allen ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen her- 
rühren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von 
ihnen ausgeübten Kräfte geleistet wird. C dagegen be- 
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom- 
theile. 

Wir können uns die Mittellinie des Solenoids dabei 
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der 
Arbeitsleistung Ä immer nur sich in sich selbst verschie- 
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z 
liegenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver- 
anlassung zu einer Discontinuität oder Mehrdeutigkeit des 
Integrales 44 Air diese Ströme vorhanden. Daher ist fiir 
sie Anfangs- und Endwerth von J{S) gleich und der Aus- 
druck 49 (vgl. Gleichung 43) über die geschlossene Curve o- 
integrirt liefert für sie den Werth Null. Es ist also B = o. 

Bei Berechnung von G aber kann man jeden innerhalb 
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un- 
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlüsse 
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls 
gleich Null für alle Stromfäden, welche nicht durch die 
Curve <T hindurchgehen. Für alle Stromfäden zusammen- 
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit 
50) C = ^ == 4nfjLmMrdq. 

Man würde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn 
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche 
von Joubin^) beriefe, welcher direct die Kräfte experimen- 



^) Joubin, Compt. rend. der Par. Akad. Bd. 110 p. 231. 



dichte. 
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teil bestimmte , die auf einen in durchströmter Enpfersnlfat- 
lösnng tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver- 
suche weniger bekannt sind und ihr Resultat auch vielleicht 
weniger zweifellos feststeht, so zog ich es vor, von den 
Versuchen Biot's und Savart's auszugehen. 
c^ponenten 82. Wir bezeichueu nun die drei Grössen: 

der Strom- 

51) u = MV cos (r, x), V = MV cos (r, y), 

w = i/^cos{r, oi)^ 

(wobei V die Richtung der positiven Strömung ist, die mit 
der Cylinderaxe ds zusammenfällt), als die Componenten 
der Stromdichte im Punkte P, femer den von der Curve a 
umschlossenen Flächeninhalt mit (fx, endlich die Normale 
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder 
so zu wäMen , dass die angenommene Umkreisungsrichtung 
der Curve a die weinwendige ist. Es ist dann: 
dq = dn cos (r, n) = dx [cos (^^ a;) cos (w, x) + cos (/', «/) cos (»,y) 

+ cos {V, x) cos (n, ä)]. 
Daher liefert Formel 50: 

52) Ä = 4nfAmdx[u cos (n^ x) + v cos {n, y) + w cos {n, z)]. 

Nun wollen wir die Grösse A nach der zweiten Methode 
berechnen, indem wir die Kräfte X, Y, Z, welche auf den 
Solenoidpol wirken, den Gleichungen 48 entnehmen. Da- 
mals wurde (siehe Gleichung 46 und 47) gesetzt: 

Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlüsse des Art. 64 
Gesagten. C ist die in der vierten und fünften Vorlesung 
so bezeichnete Grösse. Aus Gleichung 19 Art. 50 und dem 
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass 
— Xdx •- Ydy — Zdx die der elektrokinetischen entnom- 
mene, in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren 
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir 
über die Curve <t, so erhalten wir: 

A = mf(adx + bdy + cdz). 

Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76 
immer gilt, wenn darin F, O, H beliebige Funktionen von 
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X, y, X sind, so können wir daselbst auch a, h, c für F, H, O 
substituiren, und erhalten: 

Setzen wir dies dem Ausdrucke 52 gleich und be- stoitt»* 
denken, dass die Gleichheit flir ganz beliebige Werthe der ^^^^^ 
Cosinus gelten muss, so erhalten wir die drei Glei- 
chungen: 

Ij, de db . da de 

. 56 da n 

83. Es handelt sich noch darum, auch die Bedeutung 
der übrigen Grössen bei der Strömung in körperlichen Lei- 
tern zu fixiren. Wenn wir zunächst zur Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse übergehen wollen, so haben wir strenge 
zwischen Leitern und Dielektricis zu unterscheiden. Da 
das Wort „Widerstand" leider zur Bezeichnung des mit « 
bezeichneten galvanischen Leitungswiderstandes gebräuchlich 
ist, so müssen wir uns wohl hüten, statt „Gegenkraft der 
Bewegungshindemisse" ebenfalls das Wort „Widerstand" 



^) Das bisher Gesagte gilt nur im homogenen isotropen Medium. 
Eine an verschiedenen Stellen verschieden concentrirte Eisenchlorid- 
losung giebt ein Beispiel eines inhomogenen isotropen Mediums. Ver- 
suche in solchen Medien liegen noch gar nicht vor. Am ersten kann 
man noch aus den Grenzbedingungen, die für Trennungsflächen zweier 
verschiedener Körper gelten, also gewissermaassen durch Umkehrung 
der Methode, welche die Grenzschichten als dünne, aber continuirlich^ 
Uebergänge betrachtet, auf das Verhalten solcher Medien einen Schluss 
ziehen. So viel ist sicher, dass geschlossene Solenoide, welche auch 
im Innern von einem inhomogenen Medium erfüllt sind, ELräfte nach 
Aussen ausüben würden und dass daher die einfachste Verallgemei- 
nerung unserer Gleichungen darin besteht, dass wir fiir solche Medien 
setzen: 

\A^*. ^C^'^) ^(^-Z^) A^^ - ^(^'^) ^(<^-^) 

\4nu = ä ) 47r«J = — 5 5 ? 

54) ^ y ö* dx dx 

471 fr = ^ = • 

dx dy 
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zu gebrauchen , weil sonst Verwechslungen dieser, wie schon 

im Artikel 43 auseinandergesetzt wurde, total Terschie- 

denen Grössen unvermeidlich wären. 

^'jSSr^' Betrachten wir zunächst einen Leiter: daselbst ist die 

litMlnTL Gegenkraft der Bewegungshindemisse in einem einzelnen 

ejnenunoj- Stromfadeu TF=5ö)/'. Wir setzen voraus , dass sich gerade 

tr<^' SO, Wie es für die elektromotonschen Kräfte schon durch 

die dritte Hypothese Artikel 61 bedingt ist, auch diese 

Gegenkraft aus unendlich vielen Summanden zusammensetzt, 

von denen je einer Vdio von je einem Elemente ds des 

Stromfadens herrührt, und dass dann die in der vierten 

und ftlnften Vorlesung entwickelten allgemeinen mechanischen 

Beziehungen nicht bloss ftir jeden Stromfaden als Ganzes, 

sondern auch für jedes Element ds desselben gelten. Dann 

ist also: 

w = frdiü^f^Mr. 

Den Werth von Ml' erhält man, wenn man die Gleichungen 
51 der Reihe nach mit cos (/', x), cos {V, y), cos (/', x) multipli- 
cirt. Es folgt dann: 

W = f-^ [u cos (/', x) + t? cos {}\ y) + w cos (/', x)\ 

^if^fro-' Seien ferner |, i?, ^ die Componenten der äusseren 

TnJftÄ ^^f*^> welche die Bewegung der Elektricität in dem Ele- 
«i<A in Gom- meuto ds unseres Stromfadens antreiben; dann ist die Kraft, 
(effw. welche in der Richtung von /' wirkt, 

|cos(r, x) + i?cos(r, y) + f cos(/', z\ 

daher die Gesammtkraft im Stromüäden: 

r\M cos (/', x) + 1? cos {V, y) + f cos (/', x)]. 

Endlich ist nach Formel 30 und 35 Art. 68 und 72: 

J{s) = fdslFcos{r, x) + Gcos(r, y) + Hcos{y, «)]. 

Wenn keine sichtbare Bewegung der ponderablen Korper 
eintritt, wird also: 



dt 



= fds [^ cos (/', x) + ^ cos (/', y) + ^cos (/', z) 



55) 
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Die Gleichung 28 Art. 67 liefert daher: 

f[i cos {V, x) + fj cos {V, y) + f cos [V, xy\ 

+ f-j^ [w cos (/', a:) + t? cos {l\ y) + w cos (r, «). 

Nach den gemachten Annahmen muss die ohige Gleichung 
für alle Elemente ds einzeln erfüllt sein ; es muss also zu- 
nächst sein: 

I = -Xj dsj t] =i Yy^ ds, ^ = Z^ dSf 
wobei X^, Y^y Z^ endliche Grössen sind und die Componen- Cfnnponeruen 
ten der die galyanisch geleitete Strömung im betreffenden nuehen Kraft. 
Pimkte des Körpers antreibenden äusseren elektromoto- 
rischen Kraft (Chemismus, Thermoelektricität) darstellen. 
Femer muss sein 

j Mds 

dm = —Q-j 

wobei die endliche Grösse G die specifische Leitungsfähig- speeifuche 
keit des Körpers im betreffenden Punkte heissen soll. ^i^uHt. 
Diese Formel zeigt zugleich, dass der galvanische Wider- 
stand da) des Elementes des Stromfadens der Länge ds 
desselben direct und dem Querschnitte verkehrt propor- 
tional ist, da ja M Stromfäden auf die Querschnittseinheit 
entfallen und folglich 1 : if als Querschnitt eines Fadens zu 
betrachten ist. 

Die Anwendung der Gleichung 55 auf ein einzelnes 
Element liefert nach Substitution dieser Werthe: 

84. Für die in der Zeit St in einem Stromfaden von j(mu'» 
der Länge ds entwickelte Joule 'sehe Wärme liefert die voh!^u- 
Gleichung 17 (Art. 50): 

dmVHt=:^^V^8t. 

Das Volumelement von der Länge ds und dem Querschnitte 
dq, also dem Volumen dqds — dx enthält Mdq solcher 



mttUt, 
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Fäden , daher ist die darin während der Zeit St entwickelte 
Joule 'sehe Wärme MdqmAl so gross, also gleich: 

57) dI=^r^St = ^{u^ + v^ + w^). 

EUkirokifu- Die elektrokinetische Energie in einem Elemente ds 

einet Volum- emes Stromfadens ist nach Gleichung 38 (Art. 70): 

L j^s) ^~ds [jPcos (/', x)+ G cos (r, y) + Hcos (/', z)^, 

die im Volumelemente dz von der Länge ds und der Quer- 
schnitte dq also: 

{dE=^ dr [Fcos (/', x) + G cos (/', y) + cos (/', z)] 

[ ^^{uF+vG + wE). 

componenten 85. Gcuau SO nehmen wir in einem Volumelemente dr 

trisehm Po- You dcr Läugo ds und dem Querschnitte dq eines Dielek- 
tricums Mdq parallele , durch Aenderung einer dielektri- 
schen Verschiebung / entstehende Ströme an. Nur ist 
jetzt die Gegenkraft der Bewegungshindemisse W dem un- 
diflferentiirten / proportional. Wir müssen daher setzen: 
59) Ml cos {l, x) = f, Ml cos {l, y) = g, Ml cos {l, z) = h; 
fy g, h sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa- 
Beibungteie^ tion dcr Volumcueinheit heissen. Wir wollen ferner die 

tromotontoie 

Kraft. Componenten der im Dielektricum wirkenden äusseren elek- 
tromotorischen Kräfte mit X^, Y^, Z^ bezeichnen und sie die 
Componenten der reibungselektromotorischen Kräfte nennen, 
womit wir nicht etwa behaupten wollen, dass im Dielektri- 
cum nur durch Beibung Elektricität erregt werden könnte, 
ja nicht einmal, dass überhaupt die mechanische Beibung 
die eigentliche Ursache der Elektricitätserregung daselbst 
sei.^) Diese drei Grössen treten in der Gleichung 55 an 
die Stelle von -X^, Fj, Z^; an Stelle von u, v, w tritt 

df dg dh, 
dt' dV dt' 

^) Um dies sowie schwerfällige Wortzusammensetzungen zu ver- 
meiden und gleichzeitig einen sicher Würdigen nach heliebten Mustern 
zu feiern, könnte man dem Galvanismus den Guerikismus gegenüber- 
stellen und X^j Y^j Z^ die guerikischen Kräfte i\ennen. 
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endlich an Stelle von C eine andere Constante k:^n. welche Dieiektrui- 
wir die Dielektrisirungszahl oder Dielektricitätsconstante 
nennen wollen. Gerade so, wie wir aus der Gleichung 55 
die Gleichungen 56 gewonnen haben , so ergeben sich jetzt 
die folgenden Gleichungen: 

. , ' V ^*J \ d^l DielektrUi- 

60) < rtmg*g1ei- 

Für die Energie der dielektrischen Polarisation im Energie der 
Volumelemente dr aber ergiebt sich aus der Gleichung 18 Püiaruatum 

/ A-»^ KfW *** einem Vo- 

^A.rt. DU) ! lunelemenU. 

61) dn=^^(p +g^ + h% 

Es ist hierbei noch wohl zu bemerken, dass im Dielektri- 
cum die Stromcomponenten w, v, w immer die Werthe 
ßox df dg dh 

^^^ d~t' 'dt' l^t 

haben, welche Werthe namentlich auch, sobald es sich um 
ein Dielektricum handelt, in den Stokes'schen Stromgleichun- 
gen 53 und 54 Art. 82 substituirt gedacht werden müssen. 

86. Selbstverständlich giebt es zwischen reinen Leitern 7. Hypothese, 
und reinen Isolatoren Zwischenstufen, sogenannte Halbleiter eiotMprincg» 
oder besser gesagt, leitende Dielektrica; denn die wesent- meiektricum, 
liebste Eigenschaft derselben besteht weniger in ihrem zu- 
meist sehr grossen Leitungswiderstand, sondern vielmehr 
darin, dass neben der elektrischen Leitung sich darin auch 
dielektrische Polarisation bemerkbar macht. 

Die experimentelle Untersuchung dieser Zwischenstufen 
bietet gerade die grössten Schwierigkeiten, da die Ober- 
ilächenleitung und ausserdem bei festen Körpern die In- 
homogenität, bei Flüssigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und 
anderes sehr stören; daher ist es erklärlich, dass ausser 
einigen bestätigenden Versuchen von Cohn und Arons^) 
die Maxwell'sche Annahme über das Verhalten dieser Halb- 
leiter noch keine experimentelle Prüfung gefunden hat und 



^) Wied. Annalen Bd. 28, S. 454, 1886; Bd. 33, S. 13, 1888. 
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daher heutzutage wohl noch als Hypothese bezeichnet werden 
muBS. Dieselbe besteht darin, dass in Halbleitern dielek- 
trische Polarisation und galvanische Leitung sich unbehin- 
dert superponiren, die eine durch die Dielektrisirungsglei- 
chungen 60, die andere durch die Widerstandsgleichungen 
56 bestimmt. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, welche 
auf die dielektrische Polarisation wirken, können dabei 
möglicherweise andere sein und daher andere Werthe haben, 
wie diejenigen, welche auf die galvanische Leitung wirken; 
daher wurde zwischen -X^^ Y^, Z^^xmiX^, Y^, Z^ unterschieden. 
Als elektromotorische Kräfte der Liduction aber: 

dFidt, dQ\dt, dHidt 

sind in beiden Fällen dieselben Werthe einzuftihren, und 

zwar ist bei ihrer Berechnung die gesammte elektrische 

Stromstärke, sowohl die galvanische als auch die durch 

Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingte , welche 

letztere durch die Ausdrücke 62 gegeben ist, einzuführen. 

oomponenten Um Irrungcn vorzubeugen, wollen wir daher letzt die Com- 

und des gaiv. poueuten der gesammten elektrischen Strömung mit u, v, w, 

^8in>^. die der galvanisch geleiteten Strömung allein aber mitp, q, 

r bezeichnen, so dass wir haben: 

gen. I ^ ^ dV ^ ^ dV dt 

Widerstands- ^jj. erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden : 

In den Gleichungen 53 und 54 dagegen ist nicht ^^ q, r fiir 
u, V, w zu substituiren, sondern diese Gleichungen gelten 
ungeändert für das leitende Dielektricum und u, v, w haben 
in denselben die durch die Gleichungen 63 definirte Be- 
deutung. 

Ist die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt und von uns als die .7. bezeichnet wurde, auch heute 
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen 
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die für Leiter 
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und Nichtleiter geltenden Belationen einheitlich zusammen, 
indem sie in die für Leiter geltenden übergehen, wenn wir 
die Dielektrisirungszahl k = o setzen, dagegen in die für 
Dielektrica geltenden, wenn die Leitungsfähigkeit (7 = o ist. 
Man sieht leicht, dass diese ftir leitende Dielektrica 
aufgestellten Gleichungen ganz denjenigen entsprechen, 
welche wir für das durch Fig. 9 dargestellte Schema fanden 
und in Artikel 53 als die Gleichungen 23 bezeichneten. 
Den dort mit M^ oder M^ bezeichneten Kräften entsprechen 
jetzt -Xj, Fj, Zj, den mit N^, N^ bezeichneten X^, T^, Z^\ 
den Grössen n (Wj oder n^ und m' entsprechen f, g, h und 
p, q, r, den V aber u, v, w; endlich den Constanten w und 
^ die jetzt gebrauchten Constanten 1 : C und 4;r : ä. 



Zehnte Yorlesung. 

Gesetze der stationären und angenähert statio 

nären Strömung. 



87. Wir haben nun die Aufgabe der Ableitung der 
Grundgleichungen im Wesentlichen gelöst und es ist hier 
nicht meine Absicht, mich in eine weitläufige Anwendung 
derselben auf specielle Fälle einzulassen. Nur die Her- 
leitüng der einfachsten Grundgleichungen der alten Elektri- 
citätstheorie und Optik soll noch angeschlossen werden, da- 
mit der Sinn der gefundenen Gleichungen nach keiner Rich- 
tung dunkel bleibe. Wir wollen zunächst einige Gleichungen 
ableiten, welche nur Consequenzen der vorhergehenden 
Formeln darstellen, aber deren Kenntniss für die weiteren 
Entwickelungen unerlässlich ist. 

Aus den drei Gleichungen 40 (s. A der Zusammen- 
stellung in Art. 88) folgt sofort: 
ßB,v da dh de ConUmuit&u- 

DOj «- + 57, "I ä7 ~ ^' gleiehiung der 

dX Oy OX Induktion. 

Boltzmann, VorlesuiigeD. 6 
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Ebenso folgt aus den Gleichungen 53 und 54: 

ComümmiaU' B6^ ??f -L ?? _L ?!f — n 

Die Grössen X^^ ^n ^ haben nur an Stellen, wo galva- 
nische Eüemente thätig sind oder durch Temperatordiffe- 
renzen thermoelektromotorische Kräfte erzengt werden, die 
Grössen X^j F,, Z^j nur dort , wo gerade Beibnngselektrici- 
tät entwickelt wird, von NnU verschiedene Werthe. SchKessen 
wir zunächst solche singulare Stellen von der Betrachtung 
ganz aus, so vereinÜEtchen sich die Gleichungen 60 und 64 
und gehen über in: 

67) P=-C^. ^=-^^7' '•=-^d7' 

68) 4^/=-ifc^, 4ng=^--k^. 4nh=^k^' 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

, df ^dF k d^F 

^^ dt dt 4n d^ 

Bilden wir die entsprechenden Gleichungen für v und w und 

addiren alle drei, nachdem wir die erste nach x, die zweite 

nach y, die dritte nach x differenzirt haben, so finden wir 

unter Berücksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen 

Medium: 

jd^e , . ^dß 

wobei 



Hieraus folgt: 
70) 



4wC 

0= (7ie"""ir< + Ca- 



Diese Gleichung hängt aufs Innigste zusammen mit den 
Gleichungen 89 — 98, welche wir später in Art. 97 und 98 
erhalten werden. Vorläufig wollen wir uns mit den folgen- 
den, schon jetzt erforderlichen Bemerkungen begnügen. 

Sei in dem betreffenden Räume irgend ein Mal weder 
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine 
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elektrische Wirkung vorhanden gewesen, so dass zu dieser 
Zeit überall die magnetischen und elektrischen Kräfte = o 
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und 
der darin befindlichen Körper nennen wollen. Dann muss 
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid 
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeübt haben; es 
müssen also die Differentialquotienten von F, O, H nach 
allen Coordinaten gleich gewesen sein, denn diese Diffe- 
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensität und 
Projection des Stromelementes liefern die Kräfte, welche 
das Feld auf das Stromelement ausübt, mit Ausschluss der 
Wirkung des hineingebrachten Stromes auf sich selbst; 
daher muss zur in ßede stehenden Zeit = dOidt = o 
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des 
Feldes niemals elektromotorische Kräfte gewirkt, so haben 
seit dem die Gleichungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daher 
müssen in der letzten dieser Gleichungen die Constanten 
Cj und G^ und daher auch 

71) = 

sein. Diese Gleichung hört jedoch in dem Momente, wo 
im betrachteten Punkte selbst galvanische Elemente, thermo- 
elektromotorische oder reibungselektromotorische Kräfte thä- 
tig sind, zu gelten auf. 

88. Behufs leichterer Uebersicht, sowohl für das fol- -Ztt*amm«n- 
gende als auch für die Leetüre der Originalabhandlungen veMoren. 
will ich hier die Vektoren und Componenten der verschie- 
denen Grössen, die Constanten sowie die wichtigsten Glei- 
chungen zusammenstellen: 



Vekt. Comp. 

Elektromagn. Moment % F,0,H 

Magnetische Induktion §B a,b,c 

Totaler elektr. Strom ® u, v, w 

Dielektr. Polarisation 3) fy g, h 

Elektromotor. Kraft (£ P,Q,R 

Magnetische Kraft ^ «; ft / 

Gralv. geleitet. Strom ^ P, Qy r 



Dielektrisirongszahl (Dielektrici- 

tätsconstante) k. 
Magnetisirungszahl fi. 
Specifisches Leitungsvermögen C, 
Elektrost. Potentialfiinktion tp. 
Magnet. Potentialfiinktion (p. 
Magnetismusmenge m. 
Elektrische Volumdichte e. 
Elektrische Flächendichte rj. 



h% 






— » — 



iL 

4^/ 



B. 









64) 



€ Z 



€*J 






^9 



4x11« = - — « 






»4 






6S) 






A'xg = — Ar 






dm 

dt] 



jy. 

67) 






9=-C 









E, 63, w=:i> + 



^r 



f? = ^ + 



rfi^ 



dt' ""^ • rfr 
2, Folgegleichungen derselben: 

05) a. 



W7 = r + 



dji 
dt' 



da db j^de 

dx dy dx^ ' 



66) b. 



du , dv , dw 



dx 



^i^K r\ dF dO dH 

69) c. ö=_+^+^, 



71) c'. = 0. 
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3. Gleichungen zur Bestimmung von Hilfsbegriffen: 
61) a. dn=2ndT{f' + g^ + h*):k, 

31) ß. K{s)=.-l''-^^, 

28) y. L{8) = ^-^+W, 



41) S. I 



51) 



J{s) = fj{ds) =J{Fdx + Gdy + Hd%) = 
= fJ{dx) = /"(di + hdii + cdv) , 

47) 

48)<|r = — »»6 = — w 

f. 



u = if/'cos(r, ic) 
t? = MV cos (/', y) 
w = Jf/' cos (/', z) 



Z = — mc = — 1» 



da; 



89. Es soll nun das Feld durch einen einzigen Sole- cknLUjmv» 
noidpol N' von der Intensität m' erzeugt sein, welcher sich M^ipoL 
in einem homogenen Medium befindet, während der andere 
Pol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist überall 
im Felde u = v = w = o. Es folgt also aus den Gleichungen 
53 {B), dass a, b, e die partiellen Differentialquotienten einer 
Funktion (p sind. Dieselbe hängt, da Wirkung gleich Gegen- 
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier 
anwenden dürfen, nur von dem Punkte des Raumes ab, wo 
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von der Richtung und 
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den 
Pol N' den Südpol eines zweiten Solenoides von gleicher In- 
tensität anlegen, so ist die Summe der q) für beide Solenoide 
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unveränderter 
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des 
ersten sich ändern mag Der Werth des y, der von dem 
ersten Solenoid allein herrührt, in einem Au^unkte P 
ist daher für jede Gestalt und Lage desselben gleich dem 
ganz davon unabhängigen negativen Werthe des <p für das 
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur FunJrtion der 
Entfernung PN = r des Aufpunktes vom Solenoidpol sein 
kann. Denn wäre er irgendwie von der Richtung die- 
ser Geraden abhängig, so müsste er sich ändern, wenn r 
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Dadurch ist d^§ Feld rcIlsÄrLÜff defrirL Es verde 
die Wirfcn^ des Feld£« auf eiiie^i X-iripü*! 3r eines zweiten 
fsAffuoides^ berechnet . der nach dem PaJae P gebracht 
wiri Dem f^iiine unserer Formeln senilis, die immer die 
Wirkaoj^ eines bestimmten Feldes auf einoi bestimmten 
Afi£*trom mit Aosschlnss der Wirkung des letzteren auf 
%ir;h selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicht mit 
zum Felde zu rechnen. Nach den Formehi 47 (r des Art 88) 
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft Ton der 
Intea^ität mm C^ :t^ in der lUchtung der Verbindungs- 
linien beider Pole. 

Parallel entgegengesetzte Ströme in der EIntfemung Null 
heben einander auf. Da muss also das C enthaltende Glied 
der Gleichung 11, Art. 37, n^atiy sein, um die übrigen 
wesentlich positiven aufheben zu können; daher muss auch 
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein, 
trenn ftir den letzteren die Sichtung, in der er wirklich 
durcliströmt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo- 
ment bei grosser Entfernung der beiden Ströme Null ist, 
muss dessen Diflferentialquotient nach der Entfernung (letz- 
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft, 
welche von aussen wirken muss, um die Entfernung ent- 
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gegengesetzter paralleler Ströme constant zu erhalten, ne- 
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachsthume der Entfernung 
entgegen oder die Ströme stossen sich ab. Da zwei un- 
mittelbar aneinanderstossende gleichnamige Solenoidpole 
ebenfjEblls entgegengesetzte Ströme enthalten, was man am 
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continuirlich fort- 
setzen, so müssen auch diese sich abstossen. Dass obiger 
Ausdruck für die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein 
Zeichen wechselt , wenn einer der Pole ein entgegengesetzter 
ist, sieht man sofort. 

Fassen wir Stahlmagnete als Körper auf, in denen 
um jedes Molekül ein Elementarstrom fliesst, so ist der 
Beweis auch für Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss 
etwaiger Veränderlichkeit der Constante fi , von welcher die 
magnetische Induktionswirkung abhängt, kann erst studirt 
werden, wenn man die Grenzbedingungen für Flächen kennt, 
wo zwei verschiedene Körper aneinanderstossen. 

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen Moment eines 

Itneoren Stro- 

Strom von der Gesammtintensität i und beliebiger geschlos- . »«^w^ur 
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des 
stromführenden Drahtes u, v, w von NuU verschieden. Im 
gesammten übrigen Baume sind diese Grössen gleich Null. 
Um die Aufstellung besonderer Gleichungen für die 
Oberfläche des Leiters unnöthig zu machen, setzen wir fi 
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi- 
tuiren wir in die erste der Gleichungen 53 (5) für 6 und o 
ihre Werthe aus den Gleichungen 40 {Ä), so erhalten wir: 

— 4^ flu = JF-~ -j-f 
wobei J das Symbol für 



einen Punkt. 



.1 "T" ;j«i« "•" 



dx* dy* dx* 

ist. Vermöge der Gleichung 71 (c') folgt also: 
72) —47tfiu== JF. 

Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu können 
müssen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom- 
erzeugende galvanische Batterie befindet, etwas weiter ent- 
fernt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in 
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der DrahÜeitung drcolirendeii elektrischen Strome das Feld 
bestincimen, oder wir müssen annehmen, dass auch die Bal^ 
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modifidrt, 
als dies durch die darin enthaltenen elektrischoi Ströme 
bedingt ist , was keine Consequenz unserer Gleichungen ist 
Femer sei noch folgende Bemerkung beigefügt: Die Ab- 
nahme, dass in der den Leiter umgeb^idenLuftM = f7=v=o 
ist, wird bloss erfüllt sein, wenn die Strömung im Leiter 
stationir ist oder sich doch nur sehr langsam mit der Zeit 
iadert« so dass sie während jedes Zeiünomentes als sta- 
tionir betrachtet werden darC Sonst entstehen in der um- 
gebenden Luft dielektrische PolarisatiiHien, deren bestin- 
dige Verinderung bewirkt, daas auch in der Luft «, r^ w 
Ton XuU Terschieden sind. Da sich aber diese djcrttri- 
9ch«n Pcdarisationen weUenformig mit der Gesdiwiitiigkwt 
desLiehtes ausbreiten, so kommen sie in allen Egierimenten 
über Elektz^Tuamik und Li^ductkm nicht in Belzadit mit 

m 

Au<aDahme der in der n^Besten Zm nach der Methode tou 
Herti a2)gestellie&. 

ünier alleo dkts«»& AiLsahme:. ist ako F eine FunktkiDy 
im Irseni de^ Le:7;:=Jc^i!;fcL:£!» der Giekknig g^ 



13: Aar naiÄ^Cif&i^fli Lcä i.b«rül ^»i- Güskiica« JF= • er- 
Äll* icji iai FTaföilicijäi jieÄaiifcZ!5 ^«rsiciwiBiiBl, da ja 
■irrt izfcs F-ä»i 2.«*«riril sösl iixssw Fjt:^ am F 

W":r wissen., iijsf. wsia £t en YihnoiäsamBA 

•it*a»aiL öa-ie* tiitfr* ^r^jcrecki wtri. liasse äittsiir&misea 
oiioLu üULöars^ «ctälla w»f ritin. kJanssoL. aiii w«nL c&ar W«4 
▼aa F in. irg»mi «aäu Axbcok!» F iirda. &t t^jmdhag 

^jtmntHffiniflpiig ix ist. I^nggr^rwi wir üüisei&eL GÜBSEÄnngei 
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dass ausgedehnte Körper in beliebiger Weise räumlich von 
Elektricität durchströmt werden, so erhalten wir, wie man 
leicht sieht, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm- 
holtz etc.^) f&r die Gesetze der Induction in räumlich aus- 
gedehnten Körpern fanden, natürlich mit den speciellen 
der MaxweH'schen Theorie eigenen Werthen der Con. 
stauten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen. 

Wir wählen als Volumelement dr wiederum einen Cy- 
linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und 
dessen Querschnitt den Flächeninhalt dq hat. Es ist dann 
nach den Gleichungen 51 (e): 

u = ifr cos (/', x\ 
daher: 

F^fiC^^Ml'cosir, x). 

MVdq, über den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes 

integrirt, liefert die gesammte Stromintensität i. Zählen 

wir ausserdem noch die positive 

Richtung des Elementes ds m ^' 

dem Sinne, in welchem der 

Strom fliesst, und bezeichnen 

die Cosinus der Winkel, welche 

da, daher auch Vj mit den Co- 

ordinatenaxen bildet, mit a, ß, 

y, Fig. 25, so ist: 



*ad8 

Ebenso ergiebt sich: 



F=/i*r- 




Hierdurch ist das Feld vollständig bestimmt und wir denken Bio^saw^rf» 
uns zunächst in den AuJ^unkt P mit den Coordinaten x, 
y, X einen Solenoidpol von der Intensität m gebracht (Fig. 25). 
Dann sind die Componenten der Kraft , welche im Felde auf 
diesen Solenoidpol wirken , nach den Gleichungen 48 (f des 
Art. 88): 

*) Kirchhoff, Wied. Ann. Bd. 100, S. 193 und 851, Bd. 102, 
S. 529, 1857; Helmholtz, Borchardt's Journal Bd. 72, S. 57, 1870, 
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X^ — ina, y= — tmb, Z= — 
Nach den Gleichimgeii 40 (^) ist: 



I 






= ^«J ^</Ju?-rr), 



wobei X, y, z die Coordinaten des Elementes ds' und 97, Zj V' 
die Cosinns der Winkel sind, welche die positive (von ds 
g^en P gezogene) Bichtnng Ton r mit den positiven C!oor- 
dinatenaxen bildet. 

Nun ist nach bekannten B^eln der analytischen Geo- 
metrie: 

ß = y(rr-/?V/)« + {atp-yipy + {ß^-axY = 8in(rf«, r) 

Hier bedeutet n die Richtung , welche auf ds und r senk- 
recht steht und deren Sinn, da Si also auch sin {ds, r) 
immer positiv betrachtet wird, so zu nehmen ist, dass die 
Drehung der positiven (f^-Bichtung in die positive r- Rich- 
tung auf kürzestem Wege weinwendig gegen die positive 
n-Richtung geschieht. Man überzeugt sich hiervon ^ wenn 
man ds mit der a;-Axe, r mit der ^-Axe und n mit der 
xtAjlq zusammenfallen lässt. Mit Hilfe der zidetzt ent- 
wickelten Gleichungen ergiebt sich: 

/ds 
—^ sin {ds, r) cos (w> x) 

Analoge Formeln gelten ftr Y und Z. Da dies die Kräfte 
sind, welche von aussen wirken müssen , um den Solenoid- 
pol in Ruhe zu erhalten, so ist die Kraft, welche der Strom 
auf den Solenoidpol auszuüben scheint, gerade so gross, 
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft 

fimids sin {ds, r) 



r* 



in der Richtung n ausüben würde. Bezüglich der Ueber- 
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo- 
rigen Abschnittes über das Coulomb 'sehe Gesetz Gesagte. 
öwXJSr 91. Wir betrachten genau dasselbe Feld, wie im vo- 

^*tic!n.^^ rigen Abschnitte. Der Aufstrom soll aber jetzt ein zweiter. 



Nwmatm'» 
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener 
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensität in 
dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit i\ ein 
Element desselben mit ds und dessen Richtungscosinus 
mit (/, ß", y' zu bezeichnen, so dass in einem Au^unkte 
P mit den Goordinaten x, y, x die Componenten des Mo- 
mentenvektors die Werthe haben: 

wobei natürlich r wieder die Entfernung des Elementes ds 
vom Aufyunkte P bezeichnet. Der Sinn aller Grössen ist 
der früher definirte; x, t/', x' sollen die Goordinaten des 
Elementes ds' sein. 

Dagegen soll i die Intensität im Aufstrome und ds 
soll das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte P 
befindet. Die Go- y^. 26. 

ordinaten dieses Ele- 
mentes sollen mit x, 
y^x, seine Richtungs- 
cosinus mit a, ß, 
y, seine Projectio- 
nen auf die drei Go- 
ordinatenaxen mit 
dXjdy,dxhQZQ\cAmQi d^j 
werden (Fig. 26). '^- 
Das Moment des 
Elementes ds setzt 
sich nach Formel 
41 {S Art. 88) aus den Momenten der Projectionen zusam- 
men imd ist daher: 

J[ds) = Fdx + Gdy + Hdx = ds{Fa + Oß + Gy), 
das Moment des ganzen Aufstromes aber ist: 

J{s) = fds{Fcc + Gß + Hy). 
Substituirt man für F, G, H die obigen Werthe und be- 
zeichnet den Gosinus des Winkels der beiden Stromelemente 
ds und ds' mit 

(r==cca' + ßß' + y/, 
so wird also: 




73) JW-CV'//:^- 

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist Bomit die im Au&trome 

inducirte elektromotoriBcbe £raft gleich 

was mit den bekannten Gesetzen der Induktion äberein- 
stimmt Wir haben also die Abhängigkeit des wechsel- 
seitigen IndoktionHCOgfGcienten von den Dimensionen der 
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu 
dem in der vierten and fOnften Vorlesung behandelten Falle 
der Wechselwirkung zweier geschlossener Ströme zurückge- 
kehrt und sahen schon in der siebenten Vorlesung (Schlass des 
Art. 64). dasa unsere jetzigen Grössen J{s\ i, t genau dasselbe 
sind, was dort mit Ol\, t\, l\ bezeichnet wurde. Da femer die 
beiden Selbstinduktionscoefficienten Ä und B nach der be- 
kannten Methode gefunden werden können, dass man unter 
ds und ds' zwei Elemente eines und desselben Stronüeiters 
versteht und dann noch durch zwei dividirt, so ist hierdurch 
die nothwendige B^änzong der Gleichungen 16, Art 48, 
geliefert 



Elite Torlesong. 

mp^re's Gesetz. Elektrische Schwingungen. 

i. Die Oleichui^ 73 liefert auch die ponderomotorischen 
« , welche der das Feld bestimmende Strom auf den 
wm ausübt Wir haben nämlich nach der Gleichung 31 
Art 88) tüi die ponderomotorische Et&ft, welche auf 
i einen Parameter k durch das Feld (nicht die Wirkung 
Lu^ttn^ms auf sich selbst^ aasgefibt wird: 

n'samml« Arbeit aber, welche gdeistet wird, wenn 
Piunuiioter «ine Vahatitm Sk erfihrt. ist nach Glei- 
[ »'J Art. 69: 
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Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Auf- 
stroms nochmals in einzelne Querschnittselemente zu zer- 
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes 
und V ist die gesammte Stromintensität i. Wir könnten 
den Aufstrom parallel zu sich selbst in der Sichtung der 
drei Coordinatenaxen um Sx, resp. Sy und Sx verschieben. 
Würde dabei J{s) um ä»/, SyJ, S^J wachsen, so wären die 
Quotienten: d^J: Sx, S,J: Sy, S^J: Sx die drei Kräfte, welche 
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich- 
tungen wirkten. Allein damit wären nicht die Drehmomente, 
welche er erfahrt, ebensowenig die Kräfte, welche sich seiner 
Gestaltveränderung entgegensetzen, gefunden. 

Um das Problem daher allgemein zu lösen, müssen 
wir jedem Elemente ds des Aufstroms drei von einander un- 
abhängige Verschiebungen Sx, Sy, Sx in den drei Coordi- 
natenrichtungen ertheüen, wobei wir bloss, um Gleitstellen 
zu vermeiden, die Gesammtlänge s = /ds als unveränderlich 
betrachten. Wir können dann ds unvariirt lassen. Dann 
ist also die gesammte Arbeit: 

75) ^^ii'sfjl^. 

Der andere Stromkreis s' bleibt dabei selbstverständlich 
ganz unverändert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung, 
welche der Stromkreis s erfahrt, könnte dadurch ersetzt 
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche 
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, dY, 
dZ hat, so müsste diese Arbeit gleich: 

76) f{dXSx + d YSy + dZSx) 

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert mit Eück- AUe^ngAt» 
sieht darauf, dass alle Sx, Sy, Sx unabhängig sind, die oetOM. 
Kräfte dX, dY, dZ. 

Bezeichnen wir das Doppelintegral im Ausdruck 75 
mit Dy so ist: 

77) SD ^fjdsds'^^^ +JJdsds'^ . 



94 Elfte Vorlornng. {92. 

Drückt man r durch x, y, x, x', y', %' aus, bo wird das 
erste GMied gleich einer 3amme dreier Glieder E^-\- E^ 
+ i?,, wobei: 



= ^dsäs-- 



und E^ und £, hieraus durch cyklische Vertauschung von 
^1 ^1 ^ gefunden werden. Femer findet man leicht: 



r = 



_ d% , _d%' 

dt' ^ ~ da'' 



1// = 






_ dx dx' dy dy' dx dt-' 
dg ds' ds dt' dsds' 
wobei a, ß) y; t/, ß", y'; tp, x, V ^i^ Richtungscosinus von 
ds, ds', r sind (s. Fig. 26 Art. 91). E^ ist wohl zu beachten, 
dasB man bei Differentiation neich s' nur auf der Curve s' 
fortschreitet, daher ir, ^, % constant bleiben; bei der nachs 
und bei der durch S angezeigten Variation dagegen bleibt x', 
y', %' nnvei^ndert. Hiemach ist auch das letzte G-lied der 
Gleichung 77 eine Summe i^^ + ^ + J^, wobei wieder f^ 
und F^ durch cyklische Vertauschung aus F-^ entstehen und: 

ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei 
einer geschlossenen Curve die Ausdrucke fUr beide Inte- 
grationsgrenzen sich aufheben. 

Das letzte Integral findet man leicht folgender 
Es ist identisch: 

d /x - *^^\ L^^ _ 2?^!^ — — 

ds' \ r' ds) ~ r* ds' ds r* dsds' 

^ H dfi ds' 
da dio linke Seite über eine geschlossene Cu 
■irt verschwindt't, folgt: 
rdo'iiyilr r, .{ „dr dr . d^r \x-x 
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Nun ist wegen r^ = (« — x^ + {tf — 2/T + (^ — ^0*' 
dr , f.dx,f f\dy , , ,v dx 

wobei Q der Cosinus des Winkels zwischen ds und der von 
äs' gegen (^s gezogenen r-Kichtung ist. Dififerentiirt man 
nochmal, indem man auf der Curve s' um ds' fortschreitet, 
so wird: 

d^r i ^^ ^^ _ d^ ^^' ^y ^y' ^* <^*' __ 
dsds' ds ds' "~ ds ds' ds ds' ds ds' "" 

Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher über in: 

/, / / Q dr dr\ x — x' 

und da man, wenn q' der Cosinus des Winkels zwischen 
ds und der von ds' nach ds gezogenen r-Richtung ist, ana- 
log mit dem für q gefundenen Werthe hat drids' = — (>', 
so liefert die Gleichung 78: 

/ds' dx' dr Tj //o / ^x — x' 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dsSxj integrirt 
nach s, so erhält man Fj^\ addirt man noch E^^ dazu, so 
folgt unter Berücksichtigung der für E^ und F^^ gefundenen 
Werthe: 

E^ + F^ =^ JJdsds' {3qq' •^2a)^^^^ Sx. 

Der Gesammtwerth von SD entsteht, wenn man hierzu 
noch E^ + F^ und ^3 + F^ addirt, welche hieraus durch 
cyklische Vertauschung von x, y, % entstehen und daher 
bloss 8y und 8% enthalten. Setzt man die Summe dieser 
Ausdrücke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76 
gleich, und vergleicht bloss die 8x enthaltenden Glieder? 
so folgt also: 

dX = |un' ds^ds (2(r - 3(>p') ^^' 

= flu' ds l -4" (20" — 3p()') cos (r, x). 

Ganz analoge Ausdrücke ergeben sich für dF und dZ. 
Dies sind dem Sinne unserer Gleichungen nach die Kräfte, 
welche von aussen wirken müssen, um den Aufstrom in Ruhe 
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Jl^**»-^-- üiH 3i::;ii**r iii.Lr»ii-iii«L mil 

t/'M$^^^. VvrTslaft- Er?«aa iiij^aL ir» •^Laiii 

f^/^/'A V \:^jr^t'/:jfi^ irr üj'eüüi-ißt Werie der Grössen. 
.H,^ jT^.v** ^.'.'^ juv, «c: jür^ BUi. wie dsrck die aagOH 
^,.^.«,y,h^* W^rnh* .i:e VArär.'ia'dÄai jeder Gros^ besümmt 
<^:Af ^kfiTtitA ^»^ ahen Gleichini^^fa ToZkjmmiem «BgecHdnet 
or*^ 4:fJf»^ auch vi^l unbequemer fär die BereduHoi^ aller 
t^fofn^h^ mAf SMjt^er deijemgen, fnr wekhe sie specaeO 

Zw^t^i^ nskiten wir aber, dass die altoi Gleichangen 
ftfir ttif %1Mioukre oder wenigstens nahe stationäre Mektri- 
f'.tWA^U/'fjunuf; gelten. Bei sehr raschem Wechsel der 
Hifz/r/iint^i^ität gelten ganz andere Gresetze, zn denen wir 
in Art« 04 öFiergehen werden. Um hier nnr ein Beispiel zu 
*^rwlihu4^i, würde ein momentan in einem Draht oder Draht- 
^\^4tu*.uU^ entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar 
uu'hi wirki;n, bis nicht die mit der Lichtgeschwindigkeit 
V9U ihrii ausgehenden elektrischen Wellen den zweiten Strom 
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erradit Ubea nui jaim. hma. wiiritt tut W^xi^ ix «ml 
ersten Mc^eiaa. 3i;«m. tt^L i^ mgi tirMnat .r^^^^ecBHA i.i^KiL. 
bis der Zss&uui f&^;ii:iidf ^^^.riea ii^;:. w: lijijr ^k^$c c&$ 

93. Wir kimiHgr xxx irät^fr :&2f öe Biecr:i»:2.^xz:Mii 
des AitikcKS 42 nriik. Wir i-i^ziroHL d:r5 ii* zlJi^ 



einen Brjfr.>r^»AHL ss:fcö=a. L-r^* -i^irifKSsöic ssf i* 



dnrchströiiLtc^ lartll^l^rii- iz. drr r^-^ ^Ary eins lM£:ii>il2CMi 
Draht die Enuii 2 üiüi. Wir tiz.CfdSL dies, ind^sn wir 
die AnzieLiLLf xwä-cr ikr:=icIcEiä:ie si-eicL: 

• »' i* i* ^-^ 

setzten. Wir k^zx^etk &^«m niL^ekehn schüessen« dauss da^ 
Ampere'sche «jesetz. wezin wir im betndSenden Mediam 
die Stnmistärke »., de£iiir«u diese Form haben, also: 

79) «. = 1 

sein mnss. 



94. Wir gehen nim zur Betrachtung derjenigen Gruppe ^A ^y*«»» 
Yon EjTscheinungen über, welche den Gegensatz zu den fot «mmt*- 
bisher betrachteten bilden, nämlich zu dem Verlaufe der *^ 
mit der Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden elektrischen 
Gleichgewichtsstörungen, welche ebenso gut in Nichtleitern« 
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicht 
gedampft, auftreten. Um die Theorie dieser neuen Gruppe 
specieller Falle aus unseren allgemeinen Gleichungen her- 
zuleiten, verCahren wir wie folgt. 

Wir schliessen wieder die Betrachtung derjenigen Stellen, 
wo gerade elektromotorische Kräfte thätig sind, aus. Wir 
haben dann im homogenen Medium die Gleichungen 54, 68, 
67 und 71 {B, C\ IT und c in Art. 88) anzuwenden. 

Die Substitution derWerthe 40 (-4) in die erste der Glei- 
chungen 53 {B) liefert uns unter Berücksichtigung der Glei- 

') Ueber einen etwas yersteckteren Vorzug der Maxwell'ücheii 
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 23, S. 84, 1884, 

Boltzmann, Yorlesimgen. \ 
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chung 69 und 71 (c und c) genau wie in der vorigen Vor- 
lesung Art 90 die schon dort gefundene Gleichung: 

72) 4nfiu= - JF. 

Nach den Gleichungen 63, 68 und 69 {E, C, U) aber ist, 
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitung der 
Gleichung 68 fanden: 

63*) u=l, + ^=-Cj^--^. 

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunächst 
die Gleichung für die Wellen der Grösse F: 

Qm 1.^^ X A n^^ (PF . ePF . ePF 

80) ^*^+4^MC57 = ^ + ^ + -5ii- 

Es ist bequem f einzufahren, indem man mit k multi- 
plicirt^ dann nochmals nach t differentürt und für kdFidt 
seinen Werth aus den Gleichungen 68 ((T) substituirt. Dies 
liefert: 

81) ^Ä^+4^^(7^ = ^. + ^ + ^. 

Dieselbe Gleichung nur p oder u für f substituirt (wir 
wollen sie die Gleichungen 82 und 83 nennen und behufs 
Baumerspamiss gar nicht anschreiben), erhält man übrigens 
aus 80, die erste wenn man mit C multipUcirt, nach t diffe- 
rentürt und die Gleichungen 67 (ZX) beachtet, die zweite allge- 
meinste folgendermaassen: A) man multipUcirt die Gleichung 
80 mit C und differentürt einmal nach t, B) man multipUcirt 
dieselbe Gleichung mit k:An und differentürt zweimal nach 
7, C) man addirt beide Eesultate, D) man berücksichtigt die 
Gleichung 68, 67, 63 ((7, D, E). Dass jede dieser Glei- 
chungen ihr Analogon für die ^- und ;i;-Axe hat, bedarf 
kaum der Erwähnung. 

Für u, Vj w und F, G, H hatten wir die Gleichungen: 

Die beiden analogen Gleichungen für ^ ^, h und |?, 
q^ r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach t diffe- 
rentüren und einmal mit k, das andere Mal mit G multi- 
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pliciren; das erste Mal haben wir dann noch die Werthe 
68 (C), das zweite Mal die 67(17) zu substituiren und er- 
halten: 

Dass die Gf^leichungen 80 , 81 , 82 und 83 den allge- 
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver- 
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit f&r verschiedene 
Schwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der AmpUtude 
während der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt. 

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die ^^^«^jjj^ 
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten nndtrans- 
wir zuerst Planwiellen, die in der Richtung der «-Axe fort- 
schreiten, setzen wir also voraus, dass sämmtüche Grössen 
nur Funktionen von z und t sind, so liefern die Gleichungen 
66, 71, 84 und 85: 

dh __ dt€ __ dr _^ dJS __ ^ 
d% ~~ dx ~~ d% '~ d% '" 

Andere Coordinaten, als die «-Coordinaten sollen aber 
in diesen Ausdrücken überhaupt nicht enthalten sein. Be- 
rücksichtigt man dies bei Betrachtung der Gleichungen 80 
bis 83, so findet man aus diesen Gleichungen, wie wir es 
in Artikel 87 für bewiesen, dass überhaupt h = w = r 
= -5" = sein muss. Weder Strömung noch dielektrische 
Polarisation noch elektrische Kraft können also eine Com- 
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben. 
Sind die Wellen nicht plan, so können sie doch in einem 
sehr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be- 
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singulare 
Stellen ausgenommen, in jedem kleinen Bezirke trans- 
versal sein. 

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs- uneart, Er- 
richtung senkrechten Richtungen sind aber vollkommen un- usche, Poiari- 
abhängig von einander. Was wir uns immer unter f, g, «"^ 
h, p... vorstellen mögen, jedenfalls können wir senkrecht zum 
Strahle Linien aufgetragen denken, deren Längen in jedem 

7* 



4 rf ' 






Ußj 






Auf/axbik*:iu: Cj/t Wettht Ci^*Mr Gtomcb danteUea. Die 
K(udf;ujukur cl^fWT Liiii«: ▼«•dem QMsm ^viz Ä Belegungen 
ittiu'rLeii. Ci« TO- d^^ Attiiertiieildiiesi in liiiear pdaiisiiten 
LkLuXi^Ll^ zubcLr^:ben. Die Eiid|inkle da- Linien 
aber, weki*e Im eldttns^b«Q Wellen, die in der s^Bichtong 
iiirWiiTiciUiU. (jT^yt uiid Bicttnng der G esammly Jarisation 
^f^ -r~^ oder der GesammUtrömong >«* + «* «te- <1^- 
hUslleOf werden bieb giuiz so bewegen, wie Aetbertheilchen 
im elliptisch oder circnlarpolarisirten Lichte. 

95, Betrachten wir zunächst ToUkommene Isolatoren; 
dieselben werden am be^juemsten durch die dielektrischen 
Polarisationen f, g^ h charakterisirt. Da für dieselben 
C==0, so erhalten wir: 



86) 



^1^%-^f^ 



^M = ^9, 



A:^ ^ = Ah. 



Es sind dies genau , nur in anderer Weise begründet, 
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus- 
geht. Die Theorie aller optischen Phänomene, die Dioptrik 
(vergl. Kirchhofes Vorlesungen über Optik), das Huy- 
gens'sche Princip, die Interferenz-, Beugungs- und Polari- 
»ationserscheinungen könnten also hier gerade so ange- 
HchloBsen werden, wie man sie in jedem Lehrbuche der 
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen über 
Planwellen machen, die in der «-Richtung fortschreiten. 
>v.rfi./iaH. Für diese folgt aus den Gleichungen 86) , dass f und 

«.A»vi*M*»ih y von einander unabhängige Funktionen von t^xyiik 
sind. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also für alle 
Si^hwingungsdauern dieselbe und hat den Werth: 

»7) 






Aus den Gleichungen 68 (C) folgt: 
ttuU »u«$ (i«>tt Gleicliaug^u 40 (A): 
Au^i>^<^ WVrthe hii^beu UHtürlioh und a. Wewtk also: 
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- . . (2nt 2nx\ 

f=ABm\-^ T-j' 

^ = ist, so wird : 

^ 2J.T (2nt 2nx\ ^ ^ 

, ^nÄ . (27tt 2nx\ ^ 

6 = -^8in(-^ r-J' « = ^- 

Die Schwingungen des Momentenvektors erfolgen also 
in derselben Ebene wie die der dielektrischen Polarisation 
mit um t:4 verschobener Phase, die Schwingungen des 
Induktionsvektors mit gleicher Phase in derjenigen durch 
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der 
Schwingungsebene der früheren Grössen steht, i) 

96. Wir wollen nun in der Richtung der z-Axe fort- ^^ »♦» 
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser m leiten- 
den Dielektricis behandeln. Zur Charakteristik derselben be- 
stimmen wir wieder /", g h, wofür jetzt die allgemeinen Glei- 
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelöst werden, 
ist bekannt. Man bestimmt ein partikuläres Integral, indem 
man setzt: 



worin A, t, |, rj Constante, i = }/— 1 ist. Die Substitution 
liefert ohne Weiteres, wenn man mit F^ = 1 i'^kfjb die Ge- 
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, für 
welches k und (jl dieselben Werthe hätten, aber (7=0 wäre: 



fc2 _ __ 27t' A4 71* ISTr^Cy 

^ - T> To* "^ 1/ T* Fo* "^ T« 

Ein reelles partikuläres Integrale ist der reelle Theil 
der Exponentielle, welcher liefert: 



f=A6 COS I h fJXj . 



^) Maxwell, treat. on el. vol. II. art. 790. Schalk, Arch. nerl. 
t> 21, p. 406, 1886. 
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Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit: 



88) 



Für kleine Werthe'von C würde dies liefern: 

^0 ö 



Dupertum. Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit abhangig 

von der Wellenlänge oder Schwingungsdauer; wir haben 
Dispersion. 

AJbmnpHon. Da uur der negative Werth von | physikalisch denk- 

baren Grenzbedingungen genügen kann, sinkt die Amplitude 
in einer Schicht von der Dicke eins auf das ß~f fache, in 
einer Schicht von der Dicke einer Wellenlänge um das 
e-^^» fache. Für kleine C ist: 

I = 2« Cjii V^, I Fr = 2nCii V^^r. 
Wir haben also Absorption. 

"SS^JSI? Freilich ist das hier gefundene Gesetz der Abhängigkeit 

der Dispersion nicht in üebereinstimmung mit der Erfahrung. 
Es kann dies auch nicht anders sein, da, wie die Absorp- 
tionsspectra beweisen, hier nicht eine gleichmässige schwache 
Leitungsfähigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein- 
lagerung kleiner leitender Eörperchen in einen Isolator, 
welchem ganz bestimmte Eigenschwingungen zukommen, 
wirksam sein muss. Da unsere Gleichungen den Schwin- 
gungsgleichungen elastischer Körper ganz analog sind, so 
lässt sich darauf auch eine ganz analoge Absorptions- 
und Dispersionstheorie, wie in der alten Optik, aufbauen 
(s. Literaturübersicht) ; doch will ich hier darauf nicht ein- 
gehen und begnüge mich nachgewiesen zu haben, dass die 
Theorie schon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ 
den Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
wiedergiebt. 

DuuktnttM Ich bemerke noch, dass Maxwell eine ganz andere 

Erscheinung, die er auch elektrische Absorption nennt und 
die ich einmal dielektrische Nachwirkung genannt habe, eben- 
falls aus der Annahme erklärt, dass in Isolatoren besser 
leitende Partikelchen eingelagert seien. Auch auf diese in- 
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teressante Theorie, welche Lodge durch ein sinnreiches 
Modell erläutert^), kann ich hier nicht näher eingehen. 

Für nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche weuen in 

T 0apT¥t 

überhaupt giebt, wäre k = f = g = h=^0. Wir könnten also 
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen 
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch 
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher- 
gehenden Formeln A; = 0, F^ = oo; i> aber tritt an Stelle 
von f. Die Gleichungen stimmen dann vollständig mit denen 
überein, welche Fourier für die Wärmeleitung fand; die 
Elektricität bewegt sich daher in Leitern nach denselben 
Gesetzen wie die geleitete Wärme. ^ Die Formel 88 liefert 
für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth: 

F=l:yä]il^. 
Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der 

Längeneinheit auf den e"^'"''^^^*"^ fachen Werth; also, da 
die Wellenlänge l = Vt= ^riCfi ist, bei Durchwanderung 

einer ganzen Welle auf den e ' fachen Werth. Obwohl 
hier natürlich X die Wellenlänge im betreffenden Medium 
ist, die von der in der Luft total verschieden sein kann, 
so sieht man doch, dass schon in sehr dünnen Schichten 
die Wellenbewegung vollkommen erlischt. Während also die 
stationäre Strömung sich wesentlich auf das Innere der Leiter 
beschränkt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich 
auf das Linere der Isolatoren beschränkt und dringt m die 
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm- 
wirkung der Metalle gegen die Hertz 'sehen Schwingungen^) 
sowie die Anwendung auf Kundt's Bestimmung der Bre- 
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten 
zu haben. 



*) Lodge, Phil. mag. December 1876. 
*) Maxwell, treatise vol. 11. art 801. 
») Ebendort vol. n. art 647. 
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Zwölfte Yorlesung. 

Elektrostatik. 



97. Wir kommen nun zum schönsten, aber schwie- 
rigsten Kapitel der MaxweH'schen Theorie, zur Lehre von 
der statischen Elektricität. Die alte Elektricitatstheorie 
macht sich dieselbe leicht. Sie stellt einfach die betreffen- 
den Gesetze als Erfahrungsthatsachen an ihre Spitze. Hier 
aber müssen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren 
Gleichungen ableiten. 

Damit wir überhaupt freie Elektricität erhalten, müssen 
in dem Medium einmal äussere elektromotorische Kräfte 
gewirkt haben. Wir müssen daher zunächst auf die all- 
gemeinen Gleichungen 60 und 64 zurückkommen. Wir 
finden zunächst aus den Gleichungen 60, 63 und 64 (C> 
D,E): 

=.k^^+4nCf+ kC{X^ - X^). 

Gitiehungder Büdct man zwci aualogc Gleichungen für kv und kw, diffe- 
tricität. renzirt die erste partiell nach x, die zweite partiell nach y, 
die dritte partiell nach z und addirt, so erhält man unter 
Berücksichtigung der Gleichung 66 (b): 

89) k^^ + 4nGB=^^, 

wobei 

90) « = |r +«£ + !*, 

' ox ay ox 

und ausserdem im homogenen Felde: 

I dx dy Bx 

ist. Setzt man femer: 
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so findet man aus 63 {E): 



^) Im inhomogenen Felde ergiebt sich: 

L dx dy dx J 

für ^ and (9 erhält man in ganz ähnlicher Weise: 

d# rf^L da? oy dx ^ 

Vdt dx\c) dt dy\G) "^ dt d*\C/J 

ö /. ^„ - d2L\ , dFdC , rfö ÖC , dH dC 
dx\ * rf^/ dt dx dt dy dt dx 



(PF dk d'G dk d^H dk 
dt* dx dt* dy dt* dx 

Die Gleichung 92 resp. die daraus für die Trennungsfläche eines Lei- 
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincar^ in seiner Elee- 
tricite et optiquCy p. 18, indem er /*, g^ h als die Componenten der Ver- 
schiebung der Theilchen eines Fluidums (des fluide inducteur), p, q, r 
aber als die Geschwindigkeitscomponenten der Theilchen eines zweiten 
Fluidums auffasst. Die in Rede stehende Gleichung besagt dann, 
dass aus jedem Yolumelemente von dem einen Fliddum ein gleiches 
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida 
für einander undurchdringlich sind. Wir können dann nach Hertz's 

Vorgang 

d^ d^ dA 

dx dy dx 
als die Dichte der wahren, dagegen 

als die Dichte der freien Elektricität bezeichnen. Für letztere hat man: 
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98. Aehnlich wie wir schon ftr 6 in Art 87 die 
Gleichong 70 fanden, folgt ans 89 für den Fall, dass 
keine äusseren elektromotorischen Kräfte wiricen, also: 

1 = 

ist: 

Wir können daraus einen ähnlichen Schluss, wie damals 
f&r 0f nun auch f&r e ziehen. Falls sich das Medium ein- 
mal in dem neutralen Zustande, wo nii^ends weder elek- 
trische, noch magnetische Kräfte wirkten, befunden hat und 
seitdem in einem Punkte desselben keine äusseren elektro- 
motorischen Kräfte wirksam waren, muss daselbst C^ 3= c = o 
sein. Dies gilt auch, wenn immer X^ = X^, ¥^ = 7^, 
Z^ = 2^ war, d. h. wenn, wie die elektromotorischen Kräfte 
der Induktion, so auch die äusseren elektromotorischen 
Kräfte gleichmässig auf die dielektrische Polarisation und 
die galvanische Strömung gewirkt haben. Haben dagegen 
anders beschaffene äussere elektromotorische Kräfte gewirkt, 
so kann und wird im Allgemeinen e einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben. 
Diehu d€r Wir wollcn schon ietzt, natürlich ohne dabei an irgend 

EUkMeUät. o 7 o 

etwas Materielles zu denken, die Grösse e als die Dichte 
der (wahren) Mektricität im betrachteten Punkte bezeichnen. 
Ist dann dt ein Volumelement, welches diesen Punkt ent- 
hält, so nennen wir edr die gesammte in diesem Yolum- 
element enthaltene Elektricität. 
uiur,iw 99. In dem Augenblicke, wo die äusseren elektromo- 

torischen Kräfte zu wirken aufgehört haben, wird wieder 
die Gleichung 93 gelten, es wird also e in geometrischer 
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grösser 



k \dt dx '*' di dy dt d»j 

^ dO(X,^X,) ^ dOjY.^T,) ^ dO(Z,^Z,) _ 
dx dy dx 
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Leiter, Isolatoren. 



1Ö7 



die Leitungsfähigkeit C und je kleiner die Dielekricitätscon- 
stante k ist. Im vollkommenen, nicht dielektrisirbaren Leiter, 
wo ÄJ = ist, muss daher durchweg f = g = h = o ange- 
nommen werden und es kann sich nach der Maxwell'schen 
Theorie in dessen Innern keine freie Elektricität entwickeln. 
Nur im vollkommenen Isolator, wo C = o ist, haben wir 
nach dem Aufhören der äusseren elektromotorischen Kräfte 
e = G^, die etwa entwickelte Elektricität bleibt also in je- 
dem Punkte unverändert; sie kann nicht entweichen. Nur 
uiiter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier 
Elektricität im Innern eines Körpers möglich. 

100. Obwohl wir die Gleichungen, welche an der Ober- 
fläche, wo zwei Körper aneinander grenzen, im Allgemeinen von 
unseren Betrachtungen ausgeschlossen haben , so soUen hier 
doch die folgenden, darauf Bezug habenden Bemerkungen 
Platz finden. . Wir denken uns solche Grenzflächen immer 
als continuirliche, aber äusserst dünne üebergangsschichten 
und nehmen daher an, dass f, g, h, u, v, w, p, q, r sammt 
ihren ersten Ableitungen als überall continuirlich betrachtet 
werden können. Wir wollen nun den Vektor der dielek- 
trischen Polarisation mit 2), den der totalen elektrischen 
Strömung mit.S, den der galvanischen Strömung mit S be- 
zeichnen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, um dessen 
f, g u. s. w. es sich handelt, aus gezogene Gerade, deren Pro- 
jectionen auf die drei Coordinatenaxen f, g, h, resp. u, v, w; 
p, qj r sind. Wir wollen weiter mit dr das Volumelement 
eines beliebigen Systems S von Körpfem bezeichnen, welches 
rings von einer in sich geschlossenen Fläche o umschlossen 
wird, do sei ein Element derselben, n die an dasselbe 
nach aussen gezogene Normale. 

Wir berechnen nun nach dem Vorgange Hertz 's das 
Integrale 



^Jedr = - JödT, 



UnzeratiSr- 

ha/rJuit der 

elektritchen 

QucmUm, 



wobei die Integration über den ganzen Baum zu erstrecken 
ist, der von der Fläche o umschlossen wird. Substituiren 
wir für a und d die Werthe 90 und 91 , integriren die nach 



* 
- - : ' 
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^h^.v« m.» y inri s« 90 ^t^L^kkZeü. vir in Im! ■■■tri Weise:^) 



rf//*^^ = - J^ ^ «^ = - /^ f ^^2 C06(3X ü) 

1 OL Sf^ zcma^ii^t d^i^ Sr^teni .>' rin^ Tom freien Aether 
rimgeb^j, der «iich in ^hr gro«««er Entfernung im neatauLen 
Zu^tand^ befindfft, so kann die Fliehe o so constmirt 
w<»Tden, da»» jedes Element derselben in Aether von neu- 
tralem ZoKtande liegt Dann werden Tb nnd St in jedem 
Kiemente do den Werth Nnll haben. Es ist folglich: 

Die gerammte, im System enthaltene Elektricität kann 
Mich also nicht ändern. Wird durch äussere elektromoto- 
rische Kräfte in einem Punkte Elektricität erzeugt , so 
rnuMS immer dafür an einer anderen Stelle ein gleiches 
Quantum der entgegengesetzten Mektricität auftreten und 
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch 
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung 
entnehmen, sondern lediglich Consequenzen unserer Grlei- 
chungen, die sich in der Erfahrung bestätigen. 
Atiitmnmhinp i()2. Sei nun das früher betrachtete System S ein 

'"*' ä\f'*' ^y*^^^^ ^ö" leitenden Körpern, die rings von beliebigen, 
««MM tMhrt, im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen 
die Fläche o verläuft. Dann ist ebenfalls in jedem Flächen- 
clemente derselben p = g^ = r = ö = 8 = o, und man ge- 
langt wieder zu dem Resultate, dass die gesammte Menge 
der Elektricität in dem Körpersysteme unveränderlich blei- 
ben mURR. 

Haben die äusseren elektromotorischen Kräfte zu wir- 
ken aufgehört , so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei- 
tungsßkhigkeit begabten Körpers die Gleichung 93; die da- 



^) VeigL Kirohhoffs Vorleenmgen aber Mechanik, 3. Aufl. 
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selbst ursprünglich etwa vorhandene Elektricität nimmt also 
je nach der Leitungsfähigkeit rascheif* oder langsamer ab. 
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nui^ 
mehr in vollkommenen Isolatoren und an der Oberfläche 
der leitenden Körper angehäuft sein, wo wir das Vorhan- 
densein ganz dünner Schichten annehmen, in denen die 
Grössen k, C und fjL variabel sind, weshalb die Gleichung 93 
nicht gilt. 

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober- 
flächen bezeichnen. Die Gesetze, nach denen sich die Mek- 
tricität im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet, 
und die ponderomotorischen Kräfte, welche bei Elektricitäts- 
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberfläche von Lei- 
tern auftreten, bilden dasObject der Elektrostatik; denselben 
sollen im Folgenden noch einige Betrachtungen gewidmet 
werden. 

103. In dem Gleichgewichtszustande , welchen wir jetzt 
betrachten, haben alle elektrischen Ströme angehört. Es 
ist also: 

df dg dh 

Es ist alles stationär geworden. Wenn man folglich zu 
verschiedenen Zeiten für einen Augenblick einen immer 
gleich beschaffenen Solenoidpol in das Feld hineinbringt, 
so können auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit 
andere Kräfte, als zu irgend einer anderen Zeit wirken, 
falls solche Kräfte überhaupt vorhanden sind. Da dies.elben 
aber den Grössen a, b, c proportional sind, so können diese 
Grössen jedenfalls nicht Punktionen der Zeit t sein. Es 
muss also sein: 

da db de 

dt "^ dj "^ dJ ^ ^ ' 

und die Gleichungen 40 (^) zeigen zunächst, wenn man sie 
nach t differenzirt, dass 

dF dO dH 

dt ' dt ^ dt 
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die partiellen Dififerentialquotienten einer Funktion t/; nach 
con^onerum den Coordinaten sind, welche nur die Coordinaten enthalten 
ehungm der kann. Bezeichnen wir diese Grössen mit — P, — 0, — -ß^ 

(inneren) -l i^ 

euktromoto- SO eriialtcn Wir: 



0=-^=- 



dt "" 


da; 


dt " 


dy 


dJ? 


dtff 



dt dx 

Im Isolator, für welchen C= o ist, liefern also die Glei- 
chungen 68 (C^): 

ox . ^y ox 

(Die Ableitungen von F, O, H nach der Zeit sollen übrigens, 
auch wenn sie nicht partielle Differentialquotienten nach den 
Coordinaten sind, mit — P, — 0, — i? bezeichnet werden.) 
In allen Körpern, für welche G nicht gleich NuU ist und die 
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwohl sie auch 
zugleich dielektrischer Polarisation fähig sein können, hat 
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich- 
gewichtszustande der Elektricität ist jp = g = r = o imd da- 
her liefern die Gleichungen 67 (ZX): 

94) ^^^ ^^ ^Q 
' dx dy dx ' 

oder \f) = const. In den Leitern ist also auch: 

4;r€= — kAajj = 0, 
während in den Isolatoren 

95) ins = — kJ^ip 

in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth 
haben kann, wo vormals äussere elektromotorische Kräfte 
thätig waren. 



^) Wenn man die äusseren elektromotorischen Kräfte, wie ioh 
Vorschlag, als die galvanischen und querikischen Kräfte bezeichnen 
würde, so wäre diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen 
äusserer und innerer elektromotorischer Kraft überflüssig. 
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge- Flächen^ 

_ . , dichte der 

ladenen Oberflächen, deren wenn auch sehr kleine Dicke S mauriamt. 
heissen möge, ändert sich alles sehr schnell in der Kich- 
tung der Normalen. Wählen wir daher diese zur a>Axe, 
so verschwindet daselbst ö^:öy und dhidx gegen dfidx. 
Es ist also, wenn do ein Element der Oberfläche und dx 
ein Dickendifferential vorstellt, welches noch gegen die Ge- 
sammtdicke ä der Oberflächenschichte unendlich klein ist, 
die im Volumelemente do.dx enthaltene Elektricität: 

« 

-j^ do dx. 
ax 

Die gesammte, dem Oberflächenelemente do anliegende Elek- 
tricität ist also: 

X 

Die Indices Null und 1 beziehen sich dabei auf die Werthe 
zu beiden Seiten der Oberflächenschicht; Uq und Wj sind 
die beiden jedes Mal von der Oberfläche gegen das Innere 
des an der betreffenden Seite anliegenden Körpers hin ge- 
zogenen Normalen. Es fäUt also Wj mit der Richtung der 
positiven rr-Axe, n^ aber mit der Richtung der negativen 
x-Äxe zusammen. Die Grösse 

bezeichnen wir als die Oberflächendichtigkeit der Elek- 
tricität im betreffenden Elemente der Oberfläciie. 

Bezieht sich der Index Null auf einen Leiter, so ist, 
wie wir sahen d^ipidnQ = 0, daher: 

97) ,= _A^. 

' An dfhi 

Es sind dies die geläufigen Gleichungen der Elektrostatik. 



^ 



112 DreiBehiite Vorlesmig. [105. 106. 

Dreizehnte Torlesung. 

Ponderomotorische Kräfte elektrisirter Kugeln; 

deren Abhängigkeit Yon k. 

105. Wir wollen nun noch die Gesetze der pondero- 
motorischen Kräfte zwischen elektrisch geladenen Körpern 

Euktrotta- aufsuchen. Wir betrachten zuerst einen ganz speciellen 
wiriamg. Fall. Ein überall hin unbegrenzter Isolator soll vom neu- 
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge- 
bieten R sollen während einer gewissen Zeit äussere elektro- 
motorische Kräfi;e thätig gewesen sein. Dann soll elek- 
trisches Gleichgewicht eingetreten sein. Innerhalb der Ge- 
biete R ist also dann: 
95) — kJy; = 4nef 

während im gesammten übrigen Räume 

98) J t// = o ist. 

106. Wir wollen zunächst das Problem noch weiter 
specialisiren: 

Erstens: Das Gebiet R soll eine sehr kleine Kugel vom 
Centrum O sein. Die äusseren elektromotorischen Kräfte, 
Bieickf&rmig wclche dariu gcwirkt haben y sollen nach allen von O aus- 
''^lÜ^*^' gehenden Eichtungen vollkommen gleichmässig thätig ge- 
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt herum 
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss 
dabei das Abfliessen der anderen Elektricität in's Unendliche 
ermöglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter über- 
gegangen sein, der dann mechanisch entfernt wurde. Es ist 
dann i/; nur Funktion der Entfernung r des Au^unktes vom 
Punkte O und muss ausserhalb der Kugel gemäss der 
Gleichung 98 die Form haben: 

99) 4 + ^^ 



folglich ist: 



kAx ^ _ kAy , __ kAx 



f^i^^^- Zweitens : Das Gebiet R soll nun aus zwei derartigen Ku- 



tritirte Ku 



yH«. "" gelo mit den Centren und O bestehen. Die Entfernung 



^ 
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des Au^unktes von und (7 soll r resp. / heissen. Wir 
genügen offenbar den Gleichungen, wenn wir jetzt im ganzen 
Eaume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen: 

100) ^^A + ^ + B. 

Da diese Lösung, sowohl in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes 0, als auch in der des Punktes (7 un- 
endlich nahe mit der Lösung 99 zusammenfällt, so ist wohl 
kein Zweifel, dass sie dem Falle entspricht, dass beide 
Kugeln gleichmässig elektrisirt worden sind. Der exacte 
Beweis hierfür kann natürlich nur aus den Gleichungen 95 
und 96 geliefert werden, und zwar müsste, wenn die Ku- 
geln aus isolirendem Materiale bestehen, die ganze Elek- 
trisirung derselben, also die Werthe von s und rj im Innern 
und an der Oberfläche der Kugeln gegeben sein. 

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten 
Kugeln erfährt das ganze unendliche Dielektricum eine ge- 
wisse dielektrische Polarisation, um dieselbe zu berech- 
nen, führen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein 
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte und ff mit 
+ bj 0, und — b, o, o, so dass die geradlinige Entfernung 
O ff = G = 2b ist. Die Coordinaten des Aufyunktes P be- 
zeichnen wir mit x, y, x; die Componenten der dielelektri- 
schen Polarisation daselbst werden die Werthe haben: 

k dw kÄ , ,v , kA' 



101) 



__ k dtp _ kAy kA'y 

^ "" ~~ 4^ öy "" 47rr' "^ 47rr'» 

, _ ^ A; dip ^ kAx kA'x 
4n dx 47ir* 47rr'' 



Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte 
Energie ist nach Formel 61 (a in Art. 88): 

102) J ^«^ 

I =si/^'[(i!)'+(i!r+(i!)'] 

Boltzmann, Vorlesungen. 3 
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I}^ 2ta*'ifr »i^r i.^>ktr:^:hec P.Urisaitioa sonsi keinerlei 
^I^krnvrh« orfer TL^^rt^ttL-'/z,^ .S:5nr.geii im Felde rorhanden 
5iind , vr %t^*it d:^ ofenbar den t^esammtwerth der elektro- 
Jiiagr.frtiv:hen Energie des Felde* dar. 

Führt man für /l j. A die obigen Werthe ein, so stellt 
5iicfa 77 ah Samme dreier Glieder dar. Ton denen das erste 
77, den F'aktor AK das zweite U^ den Faktor Ä\ das 
dritte 77, den Faktor ÄÄ^ hat. Es ist dann der G^sammt- 
wcrth: 

77 = /7j + 77, + 77,, 
wobei : 



103) 



1 ". - '^ß 



Wir berechnen zuerst: 



". - -^/' 



^^s 



Behufs Ausführung der Integration wollen wir zur Be- 
Htimmung der Lage des Aufpunktes P cylindrische Coor- 
dinaten einfuhren , indem wir setzen: 

y ^ Q cos & und ;i; = (> sin &, 
woraus y wenn die Integration nach & sogleich diurchgefuhrt 
wird, folgt: 

rfr = 2nQdQdx. 

I )a im Ausdrucke 77, die Grösse unter den Integralzeichen 
fUr negative und positive Werthe von x denselben Werth 
hat, 80 kann mau die Integration bezüglich x von Null bis 
00 statt von — oo bis + cx) erstrecken und mit 2 multi- 
plioinni und erhält so: 

77, - kAA \\ix hdQ x '-he'-ft' . 

Wir t\\hron hier tunlichst statt q die neue Variable 

n « X* + p* + M 

t^iu und orhaltou: 
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00 00 

i7o = — AÄ. \ dx [du 



Das unbestimmte Integrale nach u hat den Werth: 

1 u Xu — 2a;* 



Vw«-46«a;» 2a;* l/w«- 46«a;« 2 a;* l/w*- 46*a;» 

Das bestimmte zwischen den Grenzen x^ + fe^ und oo ge- 
nommene Integrale hat also für a; < 6 den Werth Null, für 
a; > 6 aber den Werth 1 : x^. Es ist also: 



irr t ä AI i €t 3C tCA^ K-a-Jx 



Lg A.^^ I 2^2 2^ 



Es sollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sich voll- 
kommen unverändert bleiben, nur die Entfernung c ihrer 
Centra soll um Sc abnehmen. Man sieht leicht, dass dann 
iZj und n^ vollkommen unverändert bleiben, nur 11^ 
wächst um 

Da sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese 
Energie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die 
auf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori- 
schen Kräfte geleistet haben. Um also die Centra beider 
Kugeln in den Punkten und O festzuhalten, muss auf 
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Ejraft K 
wirken, welche die Entfernung c zu verkleinem strebt. Die 
Arbeit dieser Aussenkräfte bei der Abnahme von c um Sc 
ist also K.Scj und da diese Arbeit die einzige Quelle für 
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem- 
selben gleich sein, woraus folgt: 

104) jr=^'. 

Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln 
gegeneinander treiben, um sie in Ruhe zu erhalten; die 
Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft 
scheinbar abstossen. 

8» 



"1 



::« 



k. 






', ?> i:^ ♦r« w.Iä -»i lar 3a«tfc=x=^ tg» ü^ und 
-i^^teü. /}^ vx'eir>:ti, Lr««i^ •>r;*<!4«ii »qi y iM «seBCli^. wenn wir 
^^jk^ 'f/«% 231 <^»!::s. P::^kt O i^\ O fr^ifgrireB, Es xogt 
or,% n>:i^ ai;« dk^ ijk YxjfTjph ces Maii^BS nnfadHfh werden 
mrj^y v^rnri •itr^.'jiuz Ei^h:rid:!tiZsi£.eiL^n in nnthesi&tisdien 

Wir lib'^^^^A d^her jetzt die nmnittdhare Umgebnng 
di!T b^deo Ponkte O and (/ ins Ange fassoi. Sei, wie 
<^ prakti.v:h am häufigsten Torkommt, sowohl im Punkte 
ah anch im Pnnkte (/ eine kleine leitende eldtiisirte 
Koi^el vorhanden« a nnd a seien die Badien der beiden 
Kagdn; dann kann in deren unmittelbarer Umgebung in 
d'fT Gleichung lOü das A' enthaltende Glied vernachlässigt 
wf;rden. Ks folgt also ftr rya: 

^v; A 

dr = — ^1 * 

während man für r < a im Innern eines Leiters ist und 
alno hat: ^^ 

Wir wollen die Werthe, welche diese beiden Differential- 
({uotienten unmittelbar an der Oberfläche der Kugel an- 
nahmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass 
man alHo hat: 

In der Formel 96 ist jetzt zu setzen: 



dffi 
dfff 



- - m. • 



woruua sich orgiebt: 



kA 



h\\r dio gt^sammte, auf der Kugel befindliche Elektiicitats- 
wt>^^^^ ^^i'git^bt ^oh also der Werth: 
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Ebenso findet man für die auf der anderen Kugel befind- 
liche Elektricitätsmenge den Werth: 

und die Formel 104 geht über in: 

EF' 

105) ir=^ . 

Nun kann auch 77^ berechnet werden. Da sich das Innere 
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die 
Formel 103: 



106) n, = '-f-f^ = 



2a 2ka 



Man sieht, dass die früher gemachte Annahme in der That 
berechtigt war, dass 11^^ und 11^ nicht Funktionen von 
c sind. 

108. Es wird praktisch selten vorkommen, aber immer- EUktrwasu' 
hin auch möglich sein , dass die beiden Kugeln von der- einer äok-; 
selben Substanz wie der umgebende Raum erfüllt sind, und ^^ 
dass Kräfte thätig waren, welche das Innere dieser Kugeln 
elektrisirt (z. B. gleichmässig mit Elektricität von der con- 
stanten Dichte e erfüllt) haben. 

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im 
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach- 
lässigen. Es wird daher nach Gleichung 95 

^'W =^ -TT H TT- = r- = const. 

~ dr^ r dr k 

Daher: 

1//= - 27ter^ : 3k, 

da t/^ für r = nicht unendlich werden darf und eine ad- 
ditive Constante keine Rolle spielt. Soll jetzt an der Ober- 
fläche der Kugel keine Elektricität angehäuft sein, so 
müssen die beiden Grössen: 

(s) - - '-^ -■> m - - r. 

den gleichen Werth haben, woraus folgt: 

e = 3kA: 4ina\ 



* 4 



, , -f 2-flpäaa^ T,ri««t [109. 

fr,^ ir(^«km;r.>, asif .i«»r K.!» a^iiniiliizfle Elekträdtät aber 

#^;/i»^ mit ^l*rta fr'.lv^ g*Ti:^l'rTißi^ abcrexnsthiimt. 
^M^^^^w j^^ j^^ Vormei 105 z^^igt. daäs die pondcromoiKische 

•'7^^'"^* KfÄff. /J^?ftt 4: ^^khkzt pTo^ßTXionad ist, also in demsdbeii 
y^Th'klifii^^ kif^iner irird, je grosser t ist, wenn gleiche 
Klf'kirif:if'^t^Tfifftt$i/in in Terv:hiedenen Medien aufeinander 
wirk^m* W^mn man die Versuche, durch welche die sta- 
ii'/')i'! Kirih^it der Elektricität bestimmt wird, in anderen 
illfjVu'.n ah Luft aanf&hren würde, so würde dieselbe der 
Wiir/el an» k direct proportional, also die Zahl, welche 
ilU) ^l^fichc Elektricitätsmenge statisch ausdrückt, dieser 
Wtir/el verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden- 
ÜHciw Konn^ln für Magnetpole erhalten werden, so gilt 
«laMMfilbo b<)zUglich der Constante fA f&r Magnetpole, d. h. 
fih* HoNmoidpolo, welche in das neue Medium gebracht 
wprdnti, iihui) daHS der Stoff , welcher das Innere der Draht- 
rin^n «rflUlt, gewechselt wird. 

AuH (lor Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro- 
(iynrituiNohnn und aus Formel 74, dass die Induktions- 
wlrktingoii gleicher Ströme in verschiedenen Medien dem fi 
{\Wpvi j>n)p(»rtional , daher die elektrodynamische Strom- 
olnhc»il ) ^( vorkt»hrt proportional ist. Dasselbe gilt natür- 
Hoh «\ioh von Soleuoiden, wenn das Medium sowohl in der 
^rnfjohung al» luirh im Innern beider gewechselt wird. Die 
\Virk\ih|j oiuo8 Stix>nu»s auf ein Solenoid, in dessen Innern 
xWn }t\x^\\m\\ nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole- 
nouU» in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an- 
\<e<^^H Sxvlen^nd« in dessen Inueni das Medium nicht wechselt, 
UUm^ou «nven^ndert Pie elektromagnetische Stromeinheit 
Ä^ev \^t \ n >v^4iehrt pt\>jvrtional, da die Eänheit des 
M>^netivmn* dicNvr i>r^^:5t^ iMreot pixnxMtional ist; je mehr 
Mv^^v,ct,v^^^u>i äWv* oesr^x ^e::cer Stivan braucht man zur 
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4 

Vierzehnte Vorlesung. 

Statisches und magnetisches Maass. Elektrosta- 
tische Kräfte allgemein. Magnete. Schluss. 



110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche ^^^^^^ 
wir jetzt betrachten, am naturgemässesten sein, die Ein- 
heit von E so zu wählen, dass, wenn jede der Kugeln mit 

ihr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in 
Luft aufeinander ausüben. Dann wird Constante k für 
Luft den Werth eins haben und man erhält aus 105: 

107) K^^^' 

Der Index s wurde beigefügt, weil wir dieses Maasssystem 
das statische nennen. Die Constante des Ampere 'sehen 
Gesetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen; 
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da 
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie 
gekleidet sind, so muss ich ihre Resultate hier auch vom 
Standpunkte der alten Theorie vortragen. 

111. Ich will da eine kleine Gedächtnisshülfe mit- Umrechnung 

heider McMS»- 

theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr- tyfteme, 
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des statischen 
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausführen kann. 

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitäts- 
mengen 1 in der Entfernung p = 1. Dieselben stossen sich 
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge- 
schwindigkeit V gleichgerichtet und senkrecht zu q bewegt 
werden. Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente 
von der Länge 1 dar, deren statisch gemessene Stromin- 
tensität i, = V ist.^) 



*) Wären in einem langen Drahte in Punkten, die den Absta-nd 1 
hätten, je Elekricitätsmengen 1, die sich mit der Geschwindigkeit v 
bewegten, so würde daselbst die statische Stromstärke v herrschen. 
Wäre die Längeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitäts- 
menge eins geladen, and würde sich der Draht sammt seiner Ladung 
mit der Geschwindigkeit H in seiner Richtung bewegen, so wäre die 



^i»- 11^1 j^jtT au'x *siut: ^-j^^im^CTiÄBiÄiit AxödEBag 
i».!*!*- 1-^.tjU*-* 4»ue uijC cp^^ -rare iiftcx afm Grussm^aÄ*- 

to«;«**-! 'ßi^tt^jc*: f.M^-i X litsr *'i*'c:r>t»iiiiiviai AlistoasaBß. wenn 

;i^*'f. *«-L »Af CÄii*-f i«-x. W*rLL. ^r^-idi»«. r in diesem Falle 

i^V'/tt^./.V/.«,*^* t. = I. c^ vutiv.L gemessene aber •". = i; 
'^41 Ä*^'/ ^>r T^Ut^fu^ v*rl':L*r uLkA erhüh, weon man die 
'^U'fiutuU't$ki\JiX *:iusu:äl m dem eiiieu, das andoe Mal in 
iii^in hh4äfr^n Msoui»^ mlH^t, offenbar einander proportional 
M^u< i/<tjin>/rii, Vi fiiai»« für jeden Stiom 

i, SS t« H sein. 

hu \mt\ti HaaHHKyHteme 80 gewählt sind, dass die Con- 
tttttnüt tU*M JoiileV;ben Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn 
e (liti tihktromoUfriHche Kraft bedeutet: 

e, i, « e^i^ oder e, = e« : D. 

Du au(lli(;h auch die Constante des Ohm 'sehen Gresetzes 
in Ixiid«» MattHMMyMtemen gleich 1 ist, so hat man, wenn © 
ihm V/Ulm'Htmd bezeichnet: 

*, UK J ^ ■-• im ö>„ : e,„, also a>, = ö>« : D*. 

Nun Niilinn wir, dass nach dem Amp^re'schen Gesetze 
\\it\ AuxitihunK, welche zwei Sti'omelemente aufeinander aus- 
uhou, ilou Wortli hat! 

WngUnoht \\m\ dien mit der Formel 79, so findet man, 
Ui^5*H \\\id VwwMmi^ |M it\r Luft im elektrostatischen Maasse 
iivuhVMH^u dt^u WVith iM« » 1 : 1^^ haben mnss. 

Ui<\ l^\\r di^ Kiaipdanxuugsgescbwindigkeit der elek- 
;; » uUvKou NNVUeu iu eiu^Mu uichtleitenden Diekktncnm £uiden 

Woiutcu %iv d^ elektxw^uti^Ncht:* Maa$$$Tstem an. so ist 
XiK { uiV .<*. ^ l : 1^*, .^ « l d;5Üx^r r = iL 
1 1 .^ XvÄsUvvxv'h ivHtitt^fu wir ^ach dd^ tii< 



«>* >.i V« 
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lesungen angewendete magnetische Maasssystem gebrauchen. 
Man kann ja nach dem Vorgetragenen ohne Weiteres df\ dt, 
was ja eine Stromstärke darstellt , in magnetischem Strom- 
maasse messen, daraus durch Integration nach i die Grössen 
f, g, h und folglich auch €, fj und E (z. B. die Ladung eines 
Condensators) im magnetischen Maasse ausdrücken (vgl. 
vierte und fünfte Vorlesung). 

Würde man diesen Weg einschlagen, so hätte die Con- 
stante n den Werth: 

Man findet dann aus den Betrachtungen des Art. 111, dass die 
Constante k der Formel 105 nicht gleich 1, sondern gleich: 

A;« = l :»« 
ist. Denn die Grössen E und E' dieser Formel verhalten 
sich wie fidtj also wie L Wir fanden aber: 

i, = ifJd, daher auch E, = E^^j 
daher liefert die Formel 107: 

Dies mit Formel 105 verglichen, liefert den eben an- 
geführten Werth für ä«. Für die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt: 

Also natürlich derselbe Zahlenwerth wie früher. 

Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- stiiatpotm- 

. - __ tial einer 

statischen MaaSSeS: elektrMrten 

n^=^E^.: 2a, ''"^*'- 

dies ist bekanntlich das Selbstpotential der auf einer Kugel 
aufgehäuften Elektricität, also die gesammte, zu ihrer La- 
dung erforderliche Arbeit, welche hier nothwendig gleich 
der im Medium vorhandenen Energie der dielektrischen 
Polarisation sein muss, da wir Femwirkung ausschliessen 
und im Innern der leitenden Kugel der neutrale Zustand, 
also keine Energie vorhanden ist. 

114. Nun können wir leicht die ponderomotorischen Allgemeine 
Kräfte finden, welche beliebige Elektricitäten auf beliebige der Femmr- 
andere ausüben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei »chJeio^' 
Systeme elektrischer Ladungen gegeben. Das erste System 
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soll dadurch bestimmt sein, dass gewisse \<AmmAmeBte 
dr genisse E3ektricitatsmengeii €, dr. gewisse Fl2dieiide- 
mente do eben£üls Slektridtatsmeiigen ^ do entliehen: das 
zweite dadurch, dass gewisse andere Voh u ii clc m q ite Eld:tri- 
citätsmengen t^dr, gewisse FladieneleiDente H e iiu citats- 
mengen r,^ do enthalten. Das Gesammtpotentiale «• in einem 
Anipnnkte ist dann eine Summe. ^^ -r ^2- ^<>^ ^1 ^^^ 
Potential ist. welches herrschen wfirde. wenn nur das aste 
STstem, u\ wenn nnr das zweite Srstem ddtrisclier Hassest 
Torlianden väre. Die Gleichnne 102 liefert dann viedo': 



wobei: 



n=n^~n^^n^. 



n. 



frü f ex ' 



C9 • 



a 



.=^fdT 






^3f 



' CS ' 






i7. 






<fT 



rtf«, er, 
ex ex 



rip- rr^ r««, rr^ 



ew ejr 



CS CS 



77, ist lediglich tob der Lage der ejdünsdien Massen des 
ersten. Z^ Ton der des zweiten Systems aldttqgig. H^ da- 

^esen stellt die Eneipe der Wechselwüiing boder Sr- 
st^eme dir. 

Bleiben die Massen des ersten Systems gegoieinander 
HTTerrarit, ebensc» die des zweiten und ändern nnr die 
lieideii STstezne iLre rdatiTe Laire, 9o ändert sidi daher 
ünr /7j xiiä «^eiiie Yeriijdeniiis: pebt die dabei gdeistete 
Arbeit. 

r»ie jütroelie IrtecTiiiciii Äes c«li^?en Ansdrades für 
77j aJier Üefert mtch bekini.teii Metbctden: 

77« ~ / c^o T\ - / dr ^•- J ^^ 



wobei üo ein EjemeT.t eineT beüebicen Tremnngsflache 
rreiex Korpex, m >if>wfihl sü: dex eiüec ak sa£ der anderen 
Seiw» die vor. rU wec ^eeec dis Ixaiere des an de- betref- 



tätscorutante. 
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fenden Seite angrenzenden Körpers hin gezogenen Normale 
vorstellt. 

Da nun i// dem entspricht, was man in der alten Theorie 
das Potential auf die Elektricitätsmenge 1 oder kurz die 
Potentialfunktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene 
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek- 
trischer Massen auf das andere. Seine Veränderung drückt 
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver- 
schiedenen Coordinaten liefern also die Kräfte. 

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf ^«p«"»«- ^«- 

. ttitnmung der 

Erscheinungen werfen, die wir im Allgemeinen von der Be- piüektrid- 
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- 
winkliges Coordinatensystem. Die yz-^hene soll eine sehr 
grosse leitende Ebene darstellen. Der Baum, welcher die 
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und l^ liegen, 
soll mit einem Dielektricum erfüllt sein, in welchem k 
den Werth k^ hat; ebenso der Baum, welcher die Punkte 
umfasst, deren Abscissen zwischen l^ + d und l^ + d + l^ 
liegen. Der Baum dagegen, welcher die Punkte umfasst, 
deren Abscissen zwischen den Grenzen l^ und l^ + d liegen, 
soll mit einem Dielektricum, fiir welches k den Werth k^ 
hat, erfüllt sein; endlich soll die Fläche, für welche x gleich 
li + I2 + d ist, die Begrenzungsfläche eines zweiten Leiters 
sein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen 
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nähe des Bandes 
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich 
weit entfernt voraussetzen, wird g = h = 0, f aber nur eine 
Funktion von x sein. Es seien alle elektrischen Ströme 
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen 
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck Jxfj reducirt sich da- 
her auf 

Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne 
dass im Innern derselben durch Beibung etc. Elektricität 
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand übergegangen 
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sein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst überall « = 0; 
daher nach Gleichung 98 auch 

108) 3-0. 

Wenn wir die Grenzschichten als dünne Uebergangsschichten 
auffassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im 
Innern einer Grenzschicht Ueberall ist c = 0; daher muss, 
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch rj = sein. 
Die letztere Bedingung liefert mit Rücksicht auf die Glei- 
chung 96: 

welche Gleichung auch bei allen anderen Problemen an 
der Trennungsfläche zweier Dielektrica erflillt sein muss, 
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricität ent- 
wickelt wurde. Da dtp : dn an der Grenzschicht einen 
endlichen Sprung macht, muss i/; selbst continuirlich sein. 
Sei für o: = 0, t/; = 0; für x =s /j + /g + d aber habe tfj einen 
gegebenen Werth V. Den Werth des \p für < jr < /^ 
bezeichnen wir mit i//j, dann ist also: 

Für \<x <\+ d muss '?/; die Form ip^^ Bx + G haben. 
Für die Ebene x ^\ ist: 

difß _ rf^i . dtp _^ dyf^ __ T> 

dwo ~ rfa? ~" ' dn^ rfa; "" ' 

daher liefert die Gleichung 109: 

Äj jB - Äq ^ = 0. 

Da t/; selbst continuirlich ist, so folgt: 

Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene x = l^^ + d 
an, so ergiebt sich für: 

l^+d<x<l^ + d + l^ 
für ^ der Werth: 

Kl 
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Daher wird: 

wobei / = /j + /g gesetzt wurde. Da in der Ebene x = 1 + d 
wieder ein Leiter beginnen soll, so ist die auf der Fläche 
5 desselben angehäufte Elektricität nach Gleichung 97 zu 
berechnen und hat den Werth: 

Daher ist: 

"«) !-¥(»: -ö- 

Dieser Quotient heisst die reciproke Capacität des aus 
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators, 
wenn die gesammte Fläche jeder Platte gleich 5 wäre. Ist 
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta- 
tischen Maasse, so wird: 

und man findet daher für die reciproke Capacität 

Hätte k^ denselben Werth, wie für Luft, so wäre die reci- 
proke Capacität: 



-.-'ih^y 



Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch 
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat 
also denselben Effect, als ob die Dicke d der Schicht, 
welche von dem Dielektricum erfüllt wird, im Verhältnisse 
1 : Äj vermindert wäre. Ist bei unveränderter Distanz der 
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben 
einmal ganz mit Luft, das andere Mal ganz mit jenem von 
Luft verschiedenen Dielektricum erfüllt, so ist die Capacität 
im zweiten Falle A^^mal so gross, worauf bekanntlich die 
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante k beruht. 
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;5^- 116. Setzen Wir: 

111 (F) a = -^ , ^ = I— ' y = 7-^ ' 

fM> erhalten wir für diese Grössen ganz ähnliche Gleichun- 
gen , wie die soeben di^cntirten fbr einen vollkommenen 
Isolator bei Abwesenheit äusserer elektromotorischer Kräfte 
geltenden^ nnr dass an Stelle Ton f, g, h, P, Q, R, 
k: An, t// jetzt der Reihe nach treten a, ft, c, u, ß, y^ 
4nfi, q>. Ausserdem erscheint in den Gleichungen, welche 
wir die Stokes 'sehen nannten, das Zeichen verkehrt , als 
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkehrt wäre 
und in den Dielektrisirungs- und Magnetisirungsgleichungen 
bei den Constanten der Faktor An mit \ : An vertauscht. 
Man hat nämlich: 

Ma^nttimuM. Dies boweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me- 
dien, wo die Constante fi verschiedene Werthe hat, in ganz 
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirkung der freien 
Elektricität der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir, 
dass die Trennungsfläche zweier Medien, in denen k ver- 
schiedene Werthe hat, unter dem Einflüsse elektrischer 
Kräfte sich so verhält, als ob dort fem wirkende Elektri- 
cität vorhanden wäre; analog wird die Trennungsfläche 
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von /u sich so 
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorhanden 
wären. 

Wir nannten f, g, h die Componenten der dielektrischen 
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Volum- 
einheit, P, Q, R die Componenten der elektrischen Kraft 
(wirkend auf die Elektricitätsmenge 1), yj das elektrische 



*) Ueber diese Analogie vgl. Rowland, Ämer, joum, of matk., 
vol. II, p. 354; vol. III, p. 89, 1879 und 1880. 
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Potentiale (ebenfalls auf einen Aufpunkt, in dem sich die 
Elektricitätsmenge 1 befindet), k die Dielektrisirungszahl 
oder Dielektricitätsconstante. Gerade so sollen jetzt a, ß, y 
die Componenten der magnetischen Polarisation oder des 
magnetischen Momentes der Volumeinheit, a, &, c die der 
magnetischen Kraft, (p das magnetische Potential, fi die 
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen. 
An Stelle der statischen Elektricität tritt aber jetzt die 
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken 
wir uns immer als Systeme von Molekülen, die solenoid- 
artig von elektrischen Strömen umflossen sind. 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen in Isolatoren können wir jetzt schreiben: 



daher flir die Brechungsexponenten: 
112) »):F = VÄ:^ 

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so 
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt, 
uns von ihrer Uebereinstimmung mit der Erfahrung im 
Allgemeinen überzeugt und sie zur Anwendung auf sämmt- 
liehe Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der 
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen 
zurecht gelegt. Wir haben gewissermaassen die Tafel ge- 
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet; 
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen. 
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Zweiter Anhang. 



Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen 
Helmholti's (Borohardfs Journal 72. p. 57. 1870), Stefanos 
(Wien* Sitiungsber. 70. p. 589. Dec 1874) und Hertz 's (G^ttinger 
Nachrichten 19. Mftra 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schlüssel). 



I» den wenigen FKllen, wo sich die Bezeichnungen MaxwelFs 
mit iU^n<^n des yorliegenden Buches nicht genau decken, sind die 
<vi«h^ir^u (speciell die in dessen Treatiae on Electr. angewandten) in 
tK'ki.itor Klammer beigef%t Da namenttich die Helm hol tz'sche 
l^x^rit" viclfiieh TOn der Maxweirscben abweidit, ist die Ueberein- 
9Hmmuu|;t d«r «xg^K^rdnelmi Beaeichnungen oft keine yoUstSndige. 
Wo ilux» bix^MHi<e«e «lark herrortiitl, wurde an Frageseichen beige' 
t\l)St. Ewxu Fra^t«ai^li«i bedeuten ^ne Tdllige Yeiackiedenheit beider 
l^^H^ di^i" nur einer gewissen Analogie wegen in PkiaDele gesetzt 
w«id<«iv 
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz 's Formeln 
die Maxweirschen erhält, wenn man in ersteren ^ und « schon für 
Luft und daher auch für alle anderen Körper gross gegen die Ein- 
heit, k aber gleich Null setzt 
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die normalen Bewegungen des menschlichen Auges. 1868. — Über die 
Form des Horopters, mathematisch bestimmt. 1862. — Über den Horopter. 
1864. — Bemerkung über die Form des Horopters. 1864. — Über den 
Einfluss der Baddrenung der Augen auf die Projektion der Retinalbilder 
nach aussen. 1864. — Das Telestereoskop. 1857. — Über stereoskopisches 
Sehen. 1865. — Über die Bedeutung der Konvergenzstellung der Augen 
für die Beurteilung des Abstandes binocular gesehener Objekte. 1878. — 
Physiologische Akustik: Über die Mechanik der Gehörknöchelchen. 1867. 

— Die Mechanik der Gehörknöchelchen und des Trommelfelles. 1869. — 
Über die Schallschwingungen in der Schnecke des Ohres. 1869. — 
Erkenntnistheorie: Über die Natur der menschlichen Sinnesempfindungen. 
1852. — Über die thatsächlichen Grundlagen der Geometrie. 1866. — 
Über die Thatsachen, die der Geometrie zam Grunde liegen. 1868. — 
Über den Ursprung und Sinn der geometrischen Sätze. 1878. — Phy- 



Verlag von Johann Ambbosius Baeth in Leipzig. 



siologrio: De Fabrica Systematis nervosi Evertebratorum. 1842. — Wärme, 
physiologisch. 1845. — Über das Wesen der Fäulnis und G-ärung. 1843. 

— Über den Stoffverbrauch bei der Muskelaktion. 1845. — Über die 
Wärmeentwickelung bei der Muskelaktion. 1847. — Messungen über den 
zeitlichen Verlauf der Zuckung animalischer Muskeln und die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der Reizung in den Nerven. 1850. — Messungen 
über Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Reizung in den Nerven. Zweite 
Reihe. 1852. — Über die Methoden, kleinste ^eitteile zu messen, und 
ihre Anwendung für physiologische Zwecke. 1850. — Über die Geschwin- 
digkeit einiger Vorgänge in Muskeln und Nerven. 1855. — Die Resul- 
tate der neueren Forschungen über tierische Elektrizität 1852. — Ver- 
suche über das Muskelgeräusch. 1864. — Über den Muskelton. 1866. 

— Mitteilungen, betreffend Versuche über die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Reizung in den motorischen Nerven des Menschen. 1867. — 
Neue Versuche über denselben Gegenstand. 1870. — Über die Zeit, 
welche nöti^ ist, damit ein Gesichtseindruck zum Bewusstsein kommt. 
1871. — Über die Bewegungen des Brustkastens. 1856. — Die Wir- 
kungen der Muskeln des Armes. 1856. — Naehtragr neuester Abhand- 
lungen: Die Thermodynamik chemischer Vorgänge. 1882. — Zur Thermo- 
dynamik chemischer Vorgänge. 1882. — Über absolute Masfifysteme für 
elektrische und magnetis<me Grössen. 1882. 



Eirchhoff, O., Gesammelte Abhandlunffen. gr. 8. 

Vin, 641 Seiten mit 1 Hth. Tafel, 1 Spektraltafel und 
Porträt in Stahlstich. 1882. Jl 15.— 

^ Wie die Sammlung der v. Helmholtz'schen, so enthält auch vor- 
stehende Ausgabe der Kirchhoff^schen Abhandlungen einen unveränderten 
Wiederabdruck der seit 1845 an verschiedenen Orten veröffentlichten Ar- 
beiten. Dieselben sind nach verwandtem Inhalt geordnet und nachstehend 
verzeichnet: 

Über den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, 
insbesondere durch eine ^eisförmige. 1845. — Nachtrag zu dem vorigen 
Aufeatze. 1846. — Über die Auilösung der Gleichungen, auf welche 
man bei der Untersuchung der linearen Verteilung galvanischer Ströme 
gefuhrt wird. 1847. — Über die Anwendbarkeit der Formeln für die 
Intensitäten der galvanischen Ströme in einem Systeme linearer Leiter 
auf Systeme, die zum Teil aus nicht linearen Leitern bestehen. 1848. 

— Üoer eine Ableitung der Ohm'schen Gesetze, welche sich an die 
Theorie der Elektrostatik anschliesst. 1849. — Über die stationären 
elektrischen Strömungen in einer gekrümmten leitenden Fläche. 1875. 

— Über die Messung elektrischer Leitungsfähigkeiten. 1880. — Über 
die Verteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. 1861. — 
Zur Theorie des Kondensators. 1877. — Bestimmung der Konstanten, 
von welcher die Intensität induzierter elektrischer Ströme abhängt 1849. 

— Über die Bewegung der Elektrizität in Drähten. 1857. — Über 
die Bewegung der Elektrizität in Leitern. 1857. — Zur Theorie der 
Entladung einer Leydener Flasche. 1864. — Zur Theorie der Bewegung 
der Elektrizität in unterseeischen oder unterirdischen Telegraphendrähten. 
1877. — Über den induzierten Magnetismus eines unbegrenzten Cylin- 
ders von weichem Eisen. 1858. — Zur Theorie des in einem ELsen- 
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körper induzierten Bfagnetismns. 1870. — Über das Gleichgewicht und 
die Bewegung einer elastischen Scheibe. 1850. — Über die Schwin- 
gungen einer kreisförmigen elastischen Scheibe. 1850. — Über das 
&leichgewicht und die Bewegung eines unendlich dünnen elastischen 
Stabes. 1858. — Über das Verhältnis der Querkontraktion zur Längen- 
dilatation bei Stäben von federhartem Stahl. 1859. — Über die Trans- 
versalschwingungen eines Stabes von veränderlichem Querschnitt 1879. 
— Über die Beflezion und Brechung des Lichts an der Grenze kiy- 
stallinischer Mittel. 1876. — Über die Bewegung eines Botationskörpers 
in einer Flüssigkeit. 1869. — Über die Kräfte, welche zwei unendlich 
dünne, starre Ringe in einer Flüssigkeit scheinbar auf einander ausüben 
können. 1869. — Zur Theorie freier Flüssigkeitsstrahlen. 1869. — 
Über stehende Schwii^ungen einer schweren Flüssigkeit. 1879. — Ver- 
suche über stehende ^hwingungen des Wassers. 1880. — Über einen 
Satz der mechanischen Wärmetheorie und einige Anwendungen desselben. 
1858. — Bemerkung über die Spannung des Wasserdampfes bei Tem- 
peraturen, die dem Eispunkte nahe sind. 1858. — Über die Spannung 
des Dampfes yon Mischungen aus Wasser und Schwefelsäure. 1858. -^ 
Über die Leitungsfiähigkeit des Eisens für die Wärme. 1879. — Über 
den Einfluss der Wärmeleitung in einem Gase auf die Schallbewegung. 
1868. — Über den Winkel der optischen Axen des Aragonits für die 
yerschiedenen Fraunhofer sehen Linien. 1859. — Über die Fraun- 
hofer'schen Linien. 1859. — Über den Zusammenhang zwischen Emis- 
sion und Absorption von Licht und Wärme. 1859. — Über das Ver- 
hältnis zwischen dem Emissionsvermögen und dem Absorptionsvermögen 
der Körper for Wärme und Licht. 1862. — Chemische Analyse durch 
Spektralbeobachtungen. 1860. — Zur Geschichte der Spektral -Analyse 
und der Analyse der Sonnenatmosphäre. 1862. 



Als Ergänzung hierzu erschien 1891: 

Nachtrag zu 6. EirchhoflTs Oesammelten Abhand- 
lungen. Herausgegeben von Prof. Dr. Ludwig Boltzmann. 
gr. 8. VII, 137 Seiten mit 1 lith. Tafel. J£ 3,60. 

Inhalt: 

Ueber die Leitungsfahigkeit der Metalle für Wärme und Elektrizität 
von Gr, Kirchhoff und G. Hansemann. 1881. — Bemerkungen zu dem 
Aufsätze des Hm. Voigt „zur Theorie des leuchtenden Punkts". 1882. — 
Zur Theorie der Lichtstrahlen. 1882. — Über die elektrischen Strö- 
mungen in einem Kreiscylinder. 1883. — Über die Diffusion von G-asen 
durch eine poröse Wand von G. Hansemann. 1884. — Zur Theorie der 
Difi^sion von Gasen durch eine poröse Wand. 1884. — Über die Form- 
änderung, die ein fester elastischer Körper erfährt, wenn er magnetisch 
oder dielektrisch polarisiert wird. 1884. — Über einige Anwendungen 
der Theorie der Formänderung, welche ein Körper erfährt, wenn er 
magnetisch oder diölektrisch polarisiert wird. 1884. — Zur Theorie der 
Gleichgewichtsverteilung der Elektrizität auf zwei leitenden Kugeln. 1885. 
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